Y Algebraic Geometry 12 (3) (2025) 345-381
doi:10.14231/AG-2025-010

Faisceaux caracteres sur les espaces de lacets
d’algebres de Lie

Alexis Bouthier

ABSTRACT

We establish several foundational results regarding the Grothendieck—Springer affine
fibration. More precisely, we prove some constructibility results on the affine Grothen-
dieck—Springer sheaf and its coinvariants. We enrich it with a group of symmetries,
analogously to the situation of Hitchin fibration. We prove some perversity statements
once we take some derived coinvariants, and we construct some specialization mor-
phisms for the homology of affine Springer fibers.

1. Introduction

1.1 Préambule

1.1.1 Rappels sur les résultats de [BKV22]. Soit un corps k algébriquement clos, G un groupe
connexe réductif sur k, B un sous-groupe de Borel B, T' C G un tore maximal et W le groupe de
Weyl associé. La théorie de Springer usuelle s’attache a construire des faisceaux pervers Ad(G)-
équivariants sur Lie(G) ainsi que des représentations de W. Pour ce faire, on s’intéresse a la
fibration de Grothendieck—Springer

m:§={(g9,7) € G/B x g, ad(g) 'y € Lie(B)} — g,

qui est petite, projective et finie étale de groupe W au-dessus du lieu régulier semisimple j: g™ —
g. En considérant le faisceau de Grothendieck—Springer Sz, = 7.Q[dim(g)], on obtient donc un
faisceau pervers qui est l’extension intermédiaire de sa restriction a g et tel que End(Sg,) =
Q¢[W]. En particulier, Sg, est muni d’une action de W. Pour chaque représentation irréductible V
de W, on obtient alors une composante V-isotypique Sgn v qui est également perverse et Ad(G)-
équivariante. Ces faisceaux sont les analogues pour 'algebre de Lie des faisceaux caractéres de
Lusztig. Plus généralement, pour obtenir suffisamment de faisceaux caracteres, il est important
de considérer des faisceaux Sg, £ = 7, L[dim(g)], out £ est un systeme local.

Dans [BKV22], Bouthier, Kazhdan et Varshasky entreprennent l’extension de cette théorie
dans le cas affine, ou le groupe G est remplacé par le groupe de lacets G((t)), g par g((t)) et W
par le groupe de Weyl affine étendu W = X, (T) x W, ou X.(T) désigne les cocaracteres du tore
maximal T'. La fibration de Grothendieck—Springer est remplacée par son analogue affine :

f:€={(g,7) € G()/T x a((1)), ad(9) "'y € Lie(1)} — a((1)),
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A. BOUTHIER

ou [ est le sous-groupe d’Iwahori associé a B. En fait, la fibration se factorise par le sous-ind-
schéma € des éléments compacts.

Dans ce contexte, tous les objets considérés sont des ind-schémas. Il est donc plus délicat de
donner un sens a la notion de « petitesse >, de construire une théorie des faisceaux ou méme
de parler de perversité. A ceci s’ajoute que les fibres géométriques réduites sont des k-schémas
localement de type fini dont la cohomologie, bien que d’amplitude bornée, n’est pas de dimen-
sion finie. Dans [BKV22, Theorem 7.1.4], on montre qu’en un certain sens, au-dessus du lieu
génériquement régulier semisimple &,, le morphisme f est petit en un sens raisonnable et que
si 'on travaille avec des faisceaux G((t))-équivariants, on dispose de foncteurs cohomologiques
avec une notion de perversité. On considere alors la fleche induite

[£]: [€a/G(()] — [€a/G((1))],

et le complexe § = | f];wE , ou wg_ est le dualisant. On montre que ce complexe est pervers,

s’obtient comme extension intermédiaire de sa restriction a un lieu régulier semisimple €5 et

vérifie que End(S) = Q, [W}

1.1.2 Les prolongements de [BKV22]. Plusieurs questions et applications sont laissées en
jachere dans [BKV22], la premiére de celles-ci, ainsi que mentionnée dans [BKV22, §0.5.1], est le
passage aux coinvariants dérivés. Cette deuxieme étape est fondamentale puisqu’elle réalise le pro-
jet de construire de faisceaux caracteres qui géométrisent certains caracteres de représentations de
groupes p-adiques. Pour chaque représentation de dimension finie V' de W, on considere la compo-
sante V-isotypique dérivée, et on s’attend a obtenir un faisceau pervers constructible. Etant donné
que W est maintenant infini, le foncteur des coinvariants n’est plus exact, et il n’est pas clair que
I'on obtienne un faisceau pervers. De plus, pour espérer obtenir un complexe constructible, des
énoncés de finitude du faisceau S vu comme complexe de Q,[W]-modules sont nécessaires. Enfin,
de méme que dans le cas classique, il est important de considérer des faisceaux plus généraux
que wz pour lesquels on a des énoncés de perversité. Le présent travail s’attache donc a établir
ces résultats et améliore les attentes de [BKV22] ou 'on pensait qu’il était nécessaire d’avoir la
pureté des fibres de Springer affines pour obtenir la perversité des coinvariants [BKV22, §0.5.1].

1.2 Symétries locales et perversité

Pour étre en mesure de pouvoir calculer les coinvariants dérivés sous W, on a besoin de
connaitre la facon dont W agit. Par analogie avec la théorie de Springer globale, initiée par Yun
[Yunl1], qui concerne la fibration de Hitchin parabolique fP#": MP3" — AP Taction de la sous-
algebre Q[ X, (T)]W de Q,[W], se factorise via 'action du faisceau des composantes connexes
7o (P8P / APaT) du champ de Picard P8°P qui agit sur MP** au-dessus de AP, De plus, d’apres
Lusztig [Lus96], on a a priori une action différente de W sur I’homologie des fibres de Springer
affines que celle construite dans [BKV22], et il est important de pouvoir comparer les deux. On
construit donc un champ de Picard local P qui agit sur ¢ au-dessus de € (cf. la proposition 2.5.4
et §2.5.7) et on a le théoréme suivant (cf. les théoremes 3.3.3 et 3.4.2).

THEOREME 1.2.1. Le faisceau de Grothendieck—Springer affine S est naturellement P-équiva-
riant, et cette action commute a celle de W. De plus, 'action de W construite par extension
intermédiaire coincide avec celle de Lusztig.

On en profite également pour généraliser I’énoncé de perversité de []%KV22] pour des systémes
locaux. Plus spécifiquement, on a une équivalence de faisceaux étales [€/G((t))] = [Lie(I)/I]. Le
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champ X = [Lie([)/I] s’écrit alors comme limite projective de champs d’Artin lisses de type fini
X ~ lgl X; avec des fleches de transition lisses, et on considére une catégorie des systémes locaux
renormalisés

Loc™™¥) ~ colim p1 Loc™(&;)

avec Loc™"(X;) = {L ®g,wxir £ € Loc(Y)}. (On montre que cette définition ne dépend pas des
choix.) On a alors le théoreme suivant (cf. le théoreme 3.2.9).

THEOREME 1.2.2. Pour tout L € Locren([é./G((t))]), le faisceau [f]) L est pervers et s’obtient
comme extension intermédiaire de sa restriction a €.

1.3 Constructibilité

Comme on I’a déja vu, ’homologie des fibres de Springer affines, bien que d’amplitude finie, est
de dimension infinie en chaque degré en général. Toutefois, une fois que I'on prend les coinvariants
dérivés sous W, on s’attend a obtenir des faisceaux pervers constructibles, dont la trace de
Frobenius doit nous donner des caractéres de représentations. On montre en fait un énoncé plus
fort de finitude avant de prendre les coinvariants (cf. le théoréme 4.3.11).

T HEOR\EMEi.S.l. Le faisceau de Grothendieck—Springer affine S est constructible comme fais-
ceau de Q, [W] -modules. En particulier, pour toute représentation de dimension finie T de W, le
faisceau S; des T-coinvariants est un faisceau constructible sur [€4/G((t))] (cf. (3.1).)

Indépendamment des applications de cet énoncé au présent article, il s’avere également utile
pour des applications fines sur le calcul du support singulier du faisceau de Grothendieck—Springer
affine et son lien avec la conjecture de constance locale de Goresky—Kottwitz—MacPherson [Bou22,
§4.4].

Maintenant que 'on a un énoncé de finitude pour les T-coinvariants, on s’intéresse a la per-
versité de ceux-ci.

1.4 Perversité des coinvariants

1.4.1 La situation fibre a fibre de Yun. Dans le cas de la fibration de Hitchin globale, on a par
le lemme d’homotopie [LN08, Lemme 3.2.3] que I’action de P8P sur les faisceaux de cohomologie
R fP*Qy se factorise par mo(P8°). De plus, Yun définit un morphisme de faisceaux

o QX (T)W — mo(PEP)

et il montre en particulier [Yunll, Theorems 1-3] que la partie sphérique de laction de W sur
la cohomologie & support propre R’fP*Q, des fibres de Hitchin se factorise par . I1 montre
également un énoncé local, mais qui vaut fibre a fibre. A savoir, pour tout point géométrique
v € €4(k), on a un morphisme local

ot QXD — (P (k). (L1)

et & nouveau la partie sphérique agit sur H! ( f _1(7),@4) via 0. En ce qui concerne I’homologie,
I’énoncé est plus faible.

1.4.2 L’énoncé co-catégorique au niveau des complexes. Dans le cas qui nous concerne, on
a besoin d’une généralisation de ce résultat de Yun dans plusieurs directions. Tout d’abord,
pour calculer les coinvariants dérivés, il faut travailler au niveau des co-catégories, d’une part,
et d’autre part, on a besoin d’un lemme d’homotopie qui porte sur le complexe plutot que sur
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ses faisceaux de cohomologie. En effet, il est délicat de définir, s’il existe, un faisceau local mo(P)
des composantes connexes, ce qui nous force a travailler fibre & fibre, et donc on ne peut utiliser
la perversité de S. On montre donc un énoncé d’homotopie général (cf. le théoreme 5.1.3) pour
I’action d’un schéma en groupe lisse commutatif sur un complexe.

THEOREME 1.4.3. Soit un corps k et P un k-schéma en groupes lisse. On considére K €
D(Spec(k)) un faisceau P-équivariant, alors 'action de P(k) se factorise par le groupe des com-
posantes connexes 7y(P) (k).

On tire ensuite de cet énoncé général le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.4.4. Pour tout point géométrique v € €4(k), I'action de P(k) sur le faisceau
RI(f~1(v), wa*1(7>) se factorise par mo(Py) (k).

On remarquera que contrairement a ce qui était attendu, il n’est pas nécessaire de connaitre
la pureté des fibres de Springer affines pour obtenir cet énoncé d’homotopie.

Cela nous permet également de formuler, sous forme conjecturale, un énoncé de Yun généra-
lisé.

CONJECTURE 1.4.5. Pour tout corps algébriquement clos K et v € €4(K), 'action de la partie
sphérique Q[ X.(T))" de W sur RF(f_l(v),wfq(v)) se factorise par (1.1).

Notons qu’un certain nombre d’énoncés globaux établis par Yun devraient s’étendre tels quels,
au niveau des complexes et oo-catégorique. Le point délicat de cette conjecture est le passage du
local au global, et la preuve de cette conjecture bien qu’abordable nécessite un travail spécifique.

En supposant cette conjecture, on va montrer un énoncé de perversité pour les coinvariants.
Si 7 est une représentation de dimension finie de W, on dit qu’elle est de torsion si 7)x, (1) est une
somme directe de caracteéres de torsion. On montre alors le résultat suivant (cf. le théoreme 5.2.1).

THEOREME 1.4.6. Soit G semisimple simplement connexe, soit T une représentation de torsion de
dimension finie de W. On suppose la conjecture 1.4.5 vérifiée, alors le faisceau des T-coinvariants
S; est pervers.

1.4.7 Morphismes de spécialisation. Enfin dans la derniére section, on construit des mor-
phismes de spécialisation pour I’homologie des fibres de Springer affines compatibles a 'action de
W (cf. la proposition 5.3.2). Ce type de morphisme permet en particulier de relier I’homologie des
fibres de Springer affines aux éléments déployés a celle pour des éléments elliptiques et devrait
s’avérer utile pour étudier des familles de fibres de Springer affines, de la méme maniere que Ngo
I’a fait avec les fibres de Hitchin.

2. Fibration de Grothendieck—Springer affine

2.1 Quotient adjoint et centralisateur régulier

On commence par faire quelques rappels sur le centralisateur régulier. Les hypotheses que
l'on fait dans la suite ne sont pas optimales, aussi bien sur la caractéristique que sur la base,
mais suffisantes pour ce travail. Les énoncés sont tirés de Ngo [Ngo10, §§1.1-1.5] et Bouthier—
Cesnavicius [BC22, §4] pour les énoncés les plus généraux.
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2.1.1 Théoréme de Chevalley. Soit un corps k algébriquement clos, un groupe G connexe
réductif sur k, g son algebre de Lie, (B, T') une paire de Borel, W le groupe de Weyl et t = Lie(T').
On suppose que la caractéristique est premiere a ’ordre de W. La restriction des fonctions induit
un isomorphisme de Chevalley :

Kol = kg
On en déduit un morphisme polynéme caractéristique

X:g—c=t/W
ainsi quun morphisme 7: t — t/W. L’espace ¢ est lisse affine. Soit ® = [[,.pda € k[]V le
diviseur discriminant ot R désigne l’ensemble des racines. On note ¢*® le complémentaire du
discriminant ainsi que t*® et g™ leurs images respectives dans t et g via les morphismes x et 7.
Au-dessus de ¢, 7 est fini étale de groupe W. Soit le schéma des centralisateurs C = {(g,7) €
G x g, ad(g)y = v}. On définit I'ouvert régulier g**& = {(g,7) € G x g, dimC,, = r}. Au-dessus
de cet ouvert régulier, la fleche xyeg: g7 — ¢ est lisse, et les fibres géométriques sont des espaces
homogenes sous G. On dispose d’une section a xreg dite de Kostant

€:c—> g8,

qui généralise la matrice compagnon pour les groupes classiques.

2.1.2 Centralisateur régulier. Au-dessus de l'ouvert régulier, le schéma des centralisateurs
Clgres est lisse et se descend en un schéma en groupes lisse commutatif J — ¢ de telle sorte que
I’on a un isomorphisme canonique

Xregd — Clgres
qui s’étend en un morphisme
Jo: X' — C. (2.1)
De maniere explicite, J = €*C pour € une section de Kostant. En particulier, la fleche
G X g’ — g"% x g"® (2.2)
donnée par (g,7) — (v,ad(g)-y) est un J-torseur. On a besoin d’une version qui prend en compte

le sous-groupe de Borel. La proposition suivante est due & Yun [Yunll, Proposition 2.3.1].

PROPOSITION 2.1.3. Soit Jy le tiré-en-arriére de J a b = Lie(B) et soit Cy le schéma des centra-
lisateurs au-dessus de b pour I'action adjointe de B. Alors on a un morphisme canonique

Jo: Jp — Ch
de telle sorte que jg |, se factorise en
Jb A) Cb — C|[, .
2.2 Objets placides
2.2.1 Espaces algébriques placides.

DEFINITION 2.2.2. (i) Un morphisme d’espaces algébriques f: X — S admet une présentation
placide ou est placidement présenté (respectivement, fortement pro-lisse) s’il existe une présen-
tation filtrante X ~ @Xa, ou les morphismes de transition sont affines lisses et les X, sont des
S-espaces algébriques de présentation finie (respectivement, et de plus les X, sont lisses sur ).
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(ii) Un morphisme d’espaces algébriques X — Y est dit placide s’il existe Y/ — Y étale surjectif,
tel que X' = X xy Y’ >~ ][, Xq, ot X4 — Y est placidement présenté.

(iii) Si S est le spectre d’un corps, on dit que X est placide (respectivement, admet une
présentation placide, respectivement, fortement pro-lisse) si la fleche X — Spec(k) est.

(iv) Un morphisme de schémas X — Y est dit lisse si localement pour la topologie étale, on a
X =] X, avec X, — Y fortement pro-lisse.

Remarque 2.2.3. D’apres [BKV22, § 1.1.3], la classe des morphismes fortement pro-lisses est stable
par changement de base, composition, morphismes fortement pro-lisses.

Remarque 2.2.4. D’apres [BKV22, §1.1.6], si f: X — S est placidement présenté, alors on a une
présentation canonique X =2 lim oy Y, ou la limite parcourt les morphismes fortement pro-lisses
X — Y pour Y de présentation finie sur S et les fleches de transition sont lisses affines.

Ezemple 2.2.5. Soit un anneau commutatif A et X un A[[t]]-schéma affine de type fini. Pour tout
entier n € N, on considere le foncteur des arcs tronqués

L, X: B+~ X(B[t]/(t")).

Il est représentable par un A-schéma affine de type fini, et on forme I'espace d’arcs LT X =
lim £, X. II représente le foncteur B — X (B][t]]) et est un A-schéma affine non-nécessairement
noethérien. On dispose alors d’une fleche de projection £+ X — X.

2.2.6 Ind-schémas ind-placides. Soit un anneau commutatif A, on appelle ind-schéma sur A,
tout foncteur sur les A-schémas affines T': (Aff 4)°P — Ens qui est représentable par une colimite
filtrante de A-schémas quasi-compacts et quasi-séparés (qcqs) Ty, ot les morphismes de transition
sont des immersions fermées. D’aprés [Gail3, Lemma 1.1.4], si C/r désigne la catégorie des
schémas affines S munis d’'une immersion fermée S — T, la catégorie est filtrante et 'on a une
écriture canonique pour T :

T= colimgec/T S.

Un ind-schéma T est ind-placide s’il s’écrit T ~ colim T}, ou des fleches de transition sont des
immersions fermées de présentation finie et les T, sont des k-schémas placides qcgs. L’exemple
de base d’un tel ind-schéma est le suivant.

Ezemple 2.2.7. Si X est un A((t))-schéma affine de type fini, on considére le foncteur de lacets :
LX: B X(B((t))).

Ce foncteur commute aux produits, et pour X = A', on a LA! =2 colim(£+ AV L LAl )

Enfin, si X < Y est une immersion fermée, alors £ X — LY est aussi une immersion fermée, de
telle sorte qu’en plongeant X dans un A", le foncteur £ X est représentable par un ind-schéma
ind-affine. De plus, si A = k est un corps et X est lisse sur k((¢)), alors £ X est un ind-schéma
ind-placide £ X (cf. [Dri06, Theorem 6.3]).

De méme, on a une notion d’ind-espace algébrique et de ind-placidité pour ceux-ci.

Enfin, soit X un champ, c’est-a-dire un faisceau étale en groupoides, on dit qu’il est placide,
s’il admet un atlas f: X — X ou X est un espace algébrique placide et f une fleche représentable,
surjective et lisse au sens de la définition 2.2.2.
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2.3 oo-champs

2.3.1 Généralités. Soit une oo-catégorie C' et Spc 'oo-catégorie des oo-groupoides. On con-
sidere la catégorie des préfaisceaux PrSh(C') = Fonct(C°P, Spc). Si C est équipée d’une topologie
de Grothendieck 7, on considere Sh(C') la sous-oo-catégorie des faisceaux pour la topologie 7.
Dans le cas ou C' = Aff; est la catégorie des k-schémas affines munie de la topologie étale sur
un corps k, on appelle catégorie des préchamps (respectivement, des co-champs) la catégorie
PrSh(Aff;) (respectivement, Sty = Sh(Aff)). L’inclusion Sh(C') < PrSh(C') admet un adjoint
PrSh(C) — Sh(C), donné par la faisceautisation [Lur09, Lemma 6.2.2.7].

On reprend la définition de [BKV22, §1.2.4]. Soit (P) une classe de morphismes de co-champs
f: X =Y avec Y € Affy, stable par changement de base.

Un morphisme f: X — Y de oco-champs est (P)-représentable, si pour tout changement de
base Y — ) avec Y un schéma affine, le changement de base X xy Y — Y est dans (P).

On définit ainsi pour des morphismes de co-champs f: X — ) une notion de morphisme
propre/de présentation finie/ind-fp-propre ! /ind-représentable s’il est (P)-représentable, en pre-
nant pour (P), la classe des morphismes de schémas X — Y qui sont propres/de présentation
finie, la classe des morphismes X — Y ind-fp-propres avec X un ind-espace algébrique et la
classe des morphismes X — Y avec X un ind-espace algébrique, pour Y un schéma affine.

Ezemple 2.3.2. Pour un oo-champ A muni d’une action d’un ind-schéma en groupes H, on peut
former 1’'co-champ quotient [X'/H].

LEMME 2.3.3. Soit une paire (H, X') comme dans I'exemple 2.3.2, alors :
(i) La fleche X — [X/H| est ind-représentable.
(ii) Side plus H est ind-(quasi-affine), la fleche X — [X /H] est ind-schématique.

Remarque 2.3.4. Par ind-représentable, on entend que pour tout morphisme Spec(A) — [X/H],
le changement de base est représentable par un ind-espace algébrique.

Démonstration. D’apres [BKV22, §1.2.6(d)], le groupoide [X'/H](A) classifie les paires (E, ¢) ou
m: E — Spec(A) est un morphisme de oo-champs et un H-torseur pour la topologie étale tel que
[E/H] = Spec(A) et ¢: E — X est un morphisme H-équivariant.

On commence par voir que E est représentable par un ind-espace algébrique. Comme 7 est
un H-torseur pour la topologie étale, il existe Spec(A’) — Spec(A) étale, tel que E se trivialise.
En particulier, E' := E Xgpec(a) Spec(A’) est représentable par un ind-schéma. D’aprés [HR20,
Lemma 3.12], pour voir que E' est représentable par un ind-espace algébrique, il suffit de vérifier
que m: E — Spec(A) a une diagonale schématique. Or 7 est un H-torseur de telle sorte que
Ar: B = E Xgpee(a) B = E Xi H et la diagonale s’identifie a la section unité. Comme par
changement de base, F X3 H — E est ind-schématique et ind-(quasi-séparé), d’apres [Stals8,
Tag 01KT] la section unité est une immersion schématique quasi-compacte.

Il reste a montrer que E est représentable par un ind-schéma. On ’écrit alors E ~ colim E,,,
ou E, est un espace algébrique qcgs. Or, comme H est ind-(quasi-affine), E’ I'est aussi, de telle
sorte que E' ~ colim E!, := E, X 4 Spec(A’) et donc E!, est représentable par un schéma quasi-
affine. Par effectivité de la descente pour des morphismes quasi-affines [Stal8, Tag 0247], chaque
espace F, est quasi-affine et donc E est représentable par un ind-schéma, comme souhaité. [

Pour les morphismes ind-fp-propres, on a le lemme suivant tiré de [BKV22, Remark 1.2.9(a),

(b)].

1. Le terme ind-fp-propre correspond & ind-(propre de présentation finie).
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LEMME 2.3.5. (i) La propriété d’étre ind-fp-propre est étale locale sur la base.
(ii) Soit un morphisme d’co-champs f: X — ) ind-fp-propre et équivariant pour 'action d’un
oo-champ en groupes H, alors f: [X/H| — [V/H] est ind-fp-propre.

Ezemple 2.3.6. Une illustration de cet énoncé général est la suivante : soit un k-ind-schéma X
et un groupe G connexe réductif sur un corps k tel que £ G agit sur X. Alors, on peut former les
oo-champs [X/ LT G] et [X/ LG], et la fleche induite [X/ LT G] — [X/ L G] est ind-fp-propre,
puisque la projection X xj, [LG/ LT G] — X est ind-fp-propre comme la grassmannienne affine
[LG/ LT G] Vest.

Pour tout oco-champ X', on a un isomorphisme X = colimg_, y S avec S affine d’aprés [Lur09,
Corollary 5.1.5.8]; on associe alors son réduit Xyq = colimg_,x Sied. On a donc une fleche
canonique Xpoq — X.

Etant donné un morphisme d’oo-champs f: X — ), on dit que c’est une équivalence topo-
logique, s'il induit une équivalence fied: Xred — Vred.- D’apres [BKV22, §1.5.1], cette notion est
locale pour la topologie étale sur la base, stable par tirés-en-arriere, composition et passage au
quotient.

Pour tout morphisme de co-champsi: YV — X, on dit que 7 est une immersion topologiquement
constructible si pour tout schéma affine X — X, la composée

(yXXX)red%yXXX—)X

est une immersion localement fermée de présentation finie.

2.4 Fibration de Grothendieck—Springer affine

2.4.1 Grassmanniennes affines. Soit un anneau commutatif A et G un schéma en groupes
affine lisse sur Spec(A). On considere alors la grassmannienne affine de G, comme le quotient
étale Grg = [LG/ LT G]. On a le lemme suivant tiré de [HR20, Proposition 3.10].

LEMME 2.4.2. Soit G’ — Spec(A) un schéma en groupes affine lisse. Alors pour tout sous-groupe
fermé affine lisse G — G’ tel que le quotient pour la topologie fidélement plate de présentation
finie (fppf) G’ /G est représentable par un A-schéma quasi-affine (respectivement, affine), Grg —
Grg est représentable par une immersion quasi-compacte (respectivement, immersion fermée).
De plus, si G' = GLy, alors Grgy,, est représentable par un A-ind-schéma ind-projectif.

Remarque 2.4.3. 11 résulte du lemme 2.4.2 et de [Alpl4, Theorem 9.4] que si G est réductif et
admet un plongement dans GL,, alors Grg est représentable par un ind-schéma ind-projectif.
C’est par exemple le cas si G est réductif déployé ou si A est normal d’apres [Tho87].

De plus, si G admet un sous-groupe de Borel B, on pose I = ev_1(B) et on introduit la
variété de drapeaux affine F1 = £ G/I, également représentable par un ind-schéma ind-projectif.

Pour la suite, il est utile d’établir des lemmes de plongement d’un schéma en groupes dans
un groupe linéaire avec quotient quasi-affine.

LEMME 2.4.4. Soit B une A-algébre de présentation finie, finie, libre. Soit m: Spec(B) —
Spec(A).

(i) Soit T un tore déployé sur Spec(B), alors la restriction a la Weil J?> = m,T admet un
plongement linéaire avec un quotient quasi-affine.
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(ii) On suppose de plus m muni de 'action d’un groupe fini I" d’ordre premier aux caractéris-
tiques résiduelles. Soit G un schéma en groupes lisse sur Spec(B), alors J' = (m,.G)' est
lisse et J?/J' est quasi-affine.

Démonstration. (i) Quitte & considérer le produit de plongements et a faire le produit des
espaces quotients, il suffit de traiter le cas T' = G,,,. Soit n le rang de B comme A-module. Dans
ce cas, on a J? = m,G,, = Autgag(B) C GL, = Auta(B), et J? est un schéma en groupes
lisse sur Spec(A). Montrons que GL,/J? est quasi-affine. Comme B admet une structure de
A-algebre, on a donc un morphisme £: B4 B — B. Comme par hypothese B est un A-module
libre de type fini, on peut voir ¢ comme un élément de V = BY ®4 BY ®4 B sur lequel GL,,
agit, et donc J2 est le stabilisateur de &. Le quotient GL,,/J? est représentable d’apres [GP11,
Exposé V, Théoreme 10.1.2] et il s’identifie a l'orbite de & dans V. Ainsi, d’apres [DG70, §IL.5,
Proposition 3.1], il est ouvert dans son adhérence, donc quasi-affine.

(ii) Considérons I'immersion fermée J! < J? = .G et montrons que le quotient J2/J! est
affine. Tout d’abord, comme 'ordre de I' est premier aux caractéristiques résiduelles, J' est un
schéma en groupes lisse [GKMO09, § 15]. On fait donc agir J? par conjugaison sur [Tper 2% T de
telle sorte que J! est le stabilisateur du uplet & = (1, w)yer. On applique alors [GP11, Exposé V,
Théoreme 10.1.2] pour obtenir que J2/.J! est représentable. Comme de plus, il s’identifie & I'orbite
J? - ¢ dans [Loer J? % T, & nouveau d’apres [DG70, § I1.5, Proposition 3.1], il est ouvert dans son
adhérence, donc en particulier est quasi-affine. O

2.4.5 Une fibration en ind-schémas. On rappelle les définitions de [BKV22, §4.1]. Soit un
groupe connexe réductif déployé G sur un corps k algébriquement clos. La fleche x: g — ¢ induit
un morphisme au niveau des lacets, noté de la méme maniere y: £g — Lc¢. On considere le ind-
schéma des éléments compacts € = x~1(L* ¢). C’est un sous-ind-schéma fermé de présentation
finie de £1 g, et on considere I'ouvert des élements compacts génériquement réguliers semi-
simples :

Co=x'(LTc—LTD).
On prendra garde au fait que €, n’est pas un ind-schéma au sens strict, car L7 ¢— LT D n’est pas
quasi-compact. Néanmoins, si on 1’écrit comme une union croissante £ ¢ — LT D = J deN Lt ecq
ol 'on borne la valuation du discriminant, alors les ouverts réciproques €4 sont bien des ind-
schémas.

On forme alors le sous-ind-schéma, fermé de F1 x€
¢ = {(g.7) € F1x€,ad(g)"'(v) € Lie(I)} .
La seconde projection donne une fleche
f: ¢ — ¢,

que l'on appelle la fibration de Grothendieck—Springer affine. Elle est ind-fp-propre.
Pour tout v € €4(k), la fibre

Xy =f7'(7) = {g € Fl,ad(g) "' (y) € Lie(I)}

est appelée la fibre de Springer affine. C’est un ind-schéma tel que X ;cq est un k-schéma loca-
lement de type fini, de dimension finie et équidimensionnel d’aprés Kazhdan—Lusztig [KL88, §2,
Proposition 1; §4, Proposition 1]. Il est commode également d’introduire la variante sphérique :

Cx = {(g.a) € Grx€,ad(g9)"'(y) € LT g}.
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Ici, K désigne le compact maximal £ G. On a en fait un diagramme ou tous les carrés sont
cartésiens :

¢, [Lie(I)/I] —<— [Lie(B)/B]

T

¢ ——[Ltg/ LT G ———[g/G],

ou les quotient sont faits pour la topologie étale, les actions sont les actions adjointes et les fleches
verticales sont les projections canoniques. On définit 'ouvert régulier €™¢ = inv~!(Lie(1)™8/I) C
¢. En général, au-dessus de €, 'ouvert ¢gres peut avoir des fibres vides (par exemple pour 7 = 0).
En revanche, si 'on se restreint au-dessus de &,, la fleche

aes ¢,

est surjective d’apres Kazhdan—Lusztig [KL88, Corollary 1]. De plus, si 'on consideére la variante
sphérique, alors pour tout v € €(k), la fibre de Springer affine sphérique X, g o4 contient
Xie}g( req comme ouvert dense, et le complémentaire est de dimension strictement inférieure

d’apres Ngo [Ngol0, Proposition 3.10.1].

2.5 Symétries de la fibration

Dans cette section, il s’agit de munir la fibration de Grothendieck—Springer affine ¢ Cde
I’action d’un ind-schéma en groupes, le champ de Picard local. Cette construction est I’analogue
local du champ de Picard qui agit sur la fibration de Hitchin [Ng610, §4.3].

2.5.1 Champ de Picard local Considérons I'espace d’arcs LT ¢ de ¢ = t/IW. Comme LT ¢ =
Spec(A) est représentable par un schéma affine, on dispose d’une famille d’arcs universels :

e: Dx LT ¢ = Spec(A[[t]]) — ¢,

et on peut considérer .J = e*.J, qui est un A[[t]]-schéma affine lisse, commutatif. On peut donc
alors considérer sa grassmannienne affine :

'PI:GI“j—>,C+C.

[acd

On T'appelle le champ de Picard local. En particulier, pour tout a € (LT ¢)(k), on a Py (k)
Ja(k(()))/ Ja(K[[t]])-

LEMME 2.5.2. Le quotient P est représentable par un ind-schéma de ind-présentation finie sur
LT e

Démonstration. On va appliquer & plusieurs reprises le lemme 2.4.2. Tout d’abord, on commence
par rappeler la description galoisienne du centralisateur régulier. D’apres [Ng610, Lemme 2.4.6,
Proposition 2.4.7], le schéma J s’identifie canoniquement & un sous-schéma en groupes ouvert de
J' = m,(T)W et contient la composante neutre J° de J', de telle sorte que J'/.J est un schéma
en groupes fini sur ¢. D’apres le lemme 2.4.2, il suffit donc de montrer la représentabilité de la
grassmannienne affine de J!, et cela se déduit alors du lemme 2.4.4 et du lemme 2.4.2 appliqué
deux fois. O

2.5.3 Action sphérique du champ de Picard local. On a une fleche canonique y: € — é* ¢

et on considere le changement de base Pe = x*P. On va construire une action de Pg sur € et
¢ au-dessus de €.
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PROPOSITION 2.5.4. On a une action de Pg sur ¢ au-dessus de € qui commute a 'action de LG.

Démonstration. Soit une k-algebre A et v € €(A) et (g,7) € €x(A), avec ad(g) 1y € g(A [[t]])-
Posons 7y = ad(g) "'y et a = x(70). D’apres (2.1), on a une fleche canonique au-dessus de A((t))

0: J, — Cy
qui s’étend en un morphisme sur Spec(A[[¢]])
ng = ad(g) "t o: J, — O
de telle sorte que
ad(g) ™" 0 0(Ja(A[[t]])) © Cs, (A[lt]]) < G(A[)) - (2.4)
Quitte & localiser pour la topologie étale, on peut supposer que P(A) = J,(A((t)))/Ja(A[[t]).
Pour tout j € J,(A((t))), on pose alors

7+ (9:7) = (g(4) - 9:7) (2.5)

ce qui définit une action de J,(A((f))) sur éK(A) qui passe au quotient d’apres (2.4) en une
action de P, (A) sur la fibre de Springer affine QK( ). Il reste & voir que cela commute & 1’action
de L G. L’action de £ G est donnée par

k-(9,7) = (kg,ad(k)y), keLG, (g,7) €€,
et cela vient du fait que i, (5) = kng(5)k~1. O

La section de Kostant induit un morphisme noté de la méme maniére e: LT ¢ — €, et on
forme
X :={(g,7) € F1x LT ¢, ad(g) 'e(a) € Lie(I)},

ainsi que sa variante sphérique Xp .

PROPOSITION 2.5.5. Le morphisme éig — € est formellement principal homogéne sous P, sur-
jectif au-dessus de €,. De plus, si I'on tire @;ﬁg par la section de Kostant e: LT ¢ — €, alors
€% — LT ¢ est le P-torseur trivial.

Démonstration. La surjectivité vient de [KL88, Corollary 1]. Montrons que 'on a un isomor-
phisme canonique

act: P X¢ @??g — @i?g X Q:l}?g,
ce que nous entendons par le fait que la fleche est formellement principalement homogeéne sous P.

Soit un anneau A, montrons que tout élément y € g"8(AJ[[¢]]) est, localement pour la topologie
étale sur A, conjugué a sa section de Kostant vy = €(x()). On considere alors le carré cartésien

Ej— G x g's

J |

Spec(A[[t]]) T2% gres  gres

D’aprés (2.2) et par changement de base, E est un J,-torseur sur Spec(A[[t]]). D’apres [BC22,
Theorem 2.1.7], il est localement trivial pour la topologie étale sur A, donc localement sur A,
il existe un élément k € G(A[[t]]) tel que ad(k)~'y = 9. On considere maintenant un triplet
(g1, 92,7) € €8 x¢ CE(A).

Posons 1 = ad(g1) "y et o = ad(ge) 'y dans g*&(A[[t]]]) et a = x(7). D’apres ce que l'on
vient de voir, ils sont tous deux conjugués a €(a). En particulier, €(a) est G(A((t)))-conjugué a

355



A. BOUTHIER

et g1 et go different par un élément de J,(A((t))), comme souhaité. Maintenant si I'on tire par
la section de Steinberg, e*€® — LT ¢ admet une section donnée par a — (1,€(a)), donc c’est le

P-torseur trivial. O

Remarque 2.5.6. Il n’est pas clair que @;?g — €4 soit un P-torseur, méme sous la h-topologie. La
raison a cela est que bien que la fleche soit surjective et se factorise & travers une immersion ou-
verte quasi-compacte suivie d’un morphisme ind-fp-propre, la composée n’est pas nécessairement
un h-recouvrement. Une autre fagon de le voir est qu’a priori ce morphisme n’est pas surjectif
sur les R-points pour R un anneau de valuation.

2.5.7 Extension de l'action. On veut maintenant relever 'action de P a tout ¢. On com-
mence par former le carré cartésien
ot
¢

A e

Lte

Il résulte du diagramme commutatif
[6/B] ——t
0/G] ——¢
et de (2.3) que la fleche f: € — € se factorise en
fi&—et @,

La proposition 2.1.3 donne alors que P X z+ ¢t agit sur ¢ au-dessus de ¢¢. De maniere explicite,
pour un anneau A, soit (z,tp) € €(A) avec x € Cx(A) d’'image a € €(A) et t, € [b/B]|(A). Alors
la fleche canonique au-dessus de A[[t]]

Jo — Aut(z)
se factorise canoniquement modulo ¢ par
Jo — Aut(ty) — Aut(z).

Et & nouveau elle commute & 'action de £ G sur €.

2.6 Description de la fibration au-dessus d’une stratification

2.6.1 Stratification par les valuations radicielles. On a un diagramme commutatif

t——g (2.6)

N

ke,

ou la fleche horizontale est I'inclusion canonique.

Soient m = |[W|, O = k[[t]], F = k((t)), O’ = k[[tl/m”, F' = Frac(0'), ' = Respr /o (t xx O')
et ¢ = Resy /O(c X O'). On rappelle que l'ordre de W est premier a la caractéristique. On
définit alors T, = Reser /O(t X ONWHm ol p,y, agit sur O par Paction de Galois. D’apres
[GKMO09, Lemmas 15.3.1, 15.4.1], c’est un schéma en groupes lisse sur O, qui est un tore sur F,
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et t, := Lie(Ty,) = Lie(t')“#m. D’apres [GKMO6, §§4.2, 4.3], le tore T, se déploie en T sur F”, et
on a un plongement T, — G unique a G-conjugaison pres. De plus, tout tore maximal de G est
G-conjugué a un Ty, pour w € W. En particulier, tout élément v € g™(F') est G(F')-conjugué a
un élément de t,(F). En considérant la composée t,, — g — ¢, on obtient une fleche canonique,
indépendante des choix, définie sur F, m,: t, — c.

LEMME 2.6.2. La fleche m,, est finie.

Démonstration. Par descente, il suffit de montrer que le morphisme est fini apres extension de
scalaires F'/F. Sur F’, le tore T, se déploie en T, et la fleche 7, x p F’ s’identifie & la fleche
m: t— ¢, qui est également finie, ce qu’on voulait. O

Pour toute fonction r: R — (1/m)N sur I’ensemble des racines, on peut considérer le sous-
schéma localement fermé de présentation finie t. ot 'on fixe I’ensemble des valuations radicielles.
En intersectant avec £V t,,, on obtient ainsi la strate tw,. De maniere concrete, LT t, classifie
les séries > v;t"/™ telles que w™(v;) = £, et t,,» C LT t, est donnée par les équations

da(v) =0 si0<i<r(a) et da(v)#0 sir(a)=;1. (2.7)

Ainsi, t,, est donné par un nombre fini d’équations et d’inéquations linéaires, donc t, , est
fortement pro-lisse. Pour u € W et une fonction r, on considere u - r: R — (1/m)N donnée par
u-r(a) = r(u - @). On a donc une action de W sur les paires (w,r) donnée par u - (w,r) =
(wwu~!, u(r)). On note ¢, C L1 ¢ Pimage de ty,. D’aprés [GKMO09, Theorem 8.2.2], ¢’est un
localement fermé de présentation finie, irréductible et fortement pro-lisse, et d’apres [BKV22,
§3.3.4], on a une fleche finie étale t,,, — ¢y, de groupe Wy, ,, ot Wy, , C W est le stabilisateur
de (w,r) pour 'action de W sur les paires (w, ). Soit Lie([), , I'image inverse de ¢, , par la
fleche x: Lie(l) — LT ¢.

LEMME 2.6.3. L’immersion Lie([),,, < Lie(I) est une immersion réguliere de présentation finie.

Démonstration. En effet, d’apres [BKV22, Corollary 3.4.8], le morphisme Lie(I) — £ ¢ est plat.
De plus ¢, est lisse, donc ¢, — LT ¢ est une immersion réguliere, et d’aprés [Stal8, Tag 067P],
il en est de méme de Lie(I),,, — Lie() par changement de base. O

On définit €, = ¢y X oos L g™ et son image inverse Ewm C €. On commence par un énoncé
de structure sur le co-champ quotient [€,, ,/ £ G]. Tout d’abord, d’apres [BKV22, Lemma 4.1.8],
on a un isomorphisme canonique

L(G/Ty) xVwr t,p 2 €y
induit par (g,t) — ad(g) - ¢, et par composée on obtient donc un morphisme
b: [LG) LTy XV by — LIG/Ty) xVor . (2.8)
On a alors la proposition suivante.

THEOREME 2.6.4. Pour tout w € W, la fleche canonique de oo-champs \: [LG/LT,] —
L(G/T,) est un isomorphisme.

Démonstration. D’apres [BKV22, Theorem 4.1.9], c’est un isomorphisme au niveau des réduits.
D’apres ’exemple 2.2.7, comme G/T,, est lisse, L(G/T,,) est ind-placide et ind-affine, on considere
un sous-schéma fermé Spec(A) — L(G/Ty) avec Spec(A) placide.

On obtient alors par tiré-en-arriere un 7,,-torseur E4 — Spec(A((t))). Il faut montrer qu’il est
trivial localement pour la topologie étale sur Spec(A). Soit o € H'(A((t)),T) la classe associée.
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Comme \q est un isomorphisme, il existe un recouvrement étale Spec(B) — Spec(Ayeq) tel que
oip € HY(B((1)),T) est triviale.

Comme Spec(A) est placide, Spec(A)yeq < Spec(A) est une immersion fermée de présentation
finie d’apres [BKV22, Corollary 1.4.5], et donc l'idéal nil(A) est nilpotent de type fini. Ainsi,
d’apres [GD71, Exposé III, Corollaire 6.8], il existe un unique Spec(B’) — Spec(A) étale qui se
réduit au-dessus de Ayeq sur B. Or la paire (B’((¢)), nil(A)- B’((t))) est hensélienne, de telle sorte
que d’apres [BC22, Theorem 2.1.7], on a H'(B'((t)),Ty) = HY(B((t)), Ty). Ainsi, ap =1let A
est un isomorphisme. ]

COROLLAIRE 2.6.5. La fleche ¢ induit un isomorphisme
[tw.r/ W, 3 LTw)] = [€u,r/ LG
En particulier, on en déduit un isomorphisme [ty ,/(Wy X L(Ty)red)] = [€w,r/ L Gred-

Démonstration. D’apres le théoreme 2.6.4, la fleche (2.8) est un isomorphisme. 11 suffit donc de
passer au quotient par £ G pour obtenir I'isomorphisme souhaité. Enfin, pour déduire I'identité au
niveau des réduits, comme t,, , et Wy, , sont réduits, on a I'isomorphisme [ty /(W % L Ty)|red =
[tw,r/(Ww,r X (E Tw)red)]' O

On forme alors le carré cartésien

Xy — [Cur/ LG] = [Lie(I)y /1) — [€/ LG] = [Lie(I)/1]

=1
Fuo,r P (2.9)
] |

ty,y —————— [Cur/ LG] €/ LG].

D’apres [BKV22, Corollary 4.3.4], on a les assertions suivantes :

(i) Le morphisme X, , = (me)re 4 — twr est un morphisme de schémas, localement de
présentation finie, muni de 'action d’un réseau A,,.

(i) Ona Xy, = tuy Xey. /£ [/ LGy €t [Cup/LG], ;= [Lie(I)wrrea/T]-
(iii) Le quotient [Xy, /A, ] est un espace algébrique, fp-propre (c’est-a-dire, propre de présenta-
tion finie) sur ty .

3. Rappels sur les résultats de [BKV22]

Dans cette section, il s’agit de rappeler et de généraliser certains résultats établis par Bou-
thier—Kazhdan—Varshavsky dans [BKV22]. Les résultats principaux sont le théoreme 3.2.9 ainsi
que les théoremes 3.3.3 et 3.4.2, qui comparent 'action du groupe de Weyl affine construite
dans [BKV22] avec celle de Lusztig et enrichit le faisceau de Grothendieck—Springer affine des
symétries qui viennent du champ de Picard local.

3.1 Catégorie de faisceaux
3.1.1 Définition. Soit £ un premier différent de la caractéristique de k et AlgSp?cf (respecti-
vement, AlgSp,) la catégorie des k-espaces algébriques de type fini (respectivement, qcgs).

— Soit Catst ¢ P'oo-catégorie des petites co-catégories, stables et Q,-linéaires avec des foncteurs
exacts, c’est-a~dire qui préservent les colimites finies, comme morphismes. D’apres [Lurl?7,
Theorem 1.1.4.4, Proposition 1.1.4.6], elle contient toutes les petites colimites filtrantes et
toute les petites limites.
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— Soit PrCaty la sous-oo-catégorie des oco-catégories présentables [Lur09, Definition 5.5.0.1],
stables, Q-linéaires, avec des co-foncteurs continus; c’est-a-dire les catégories sont stables
par petites colimites et tous les foncteurs commutent aux petites colimites. Elle contient
toutes les petites limites et colimites d’apres [Lur09, Corollary 4.2.4.8, Proposition 5.5.3.13,
Theorem 5.5.3.18].

Tous les foncteurs qui apparaissent ici sont des oco-foncteurs, et les limites et colimites sont a
prendre au sens homotopique. Etant donné C € Catgt ¢, on peut former sa catégorie des ind-
objets Ind(C) (cf. [Lur09, Definition 5.3.5.1]) qui est stable [Lurl7, Proposition 1.1.3.6] et donc
présentable (elle admet toutes les colimites finies et les colimites filtrantes, donc toutes les coli-
mites). On a ainsi un foncteur naturel

Ind: Catgy — PrCaty
donné par C — Ind(C), qui commute aux petites colimites filtrantes ([Lur09, Proposition 5.3.5.10],
et [Roz12]).

Pour un k-espace algébrique de type fini Y, on dispose, d’apres Liu—Zheng [LZ12, 1.Z14], d'une
oo-catégorie D, (Y') := DE(Y, Q) dont la catégorie homotopique est D%(Y, Q). Dans la suite, on
utilise librement le formalisme des six foncteurs pour les co-catégories (cf. [LZ12, LZ14]). Il y a
un foncteur naturel

D.: (AlgSpi)” — Catg e (3.1)
qui & chaque morphisme f: X — Y associe f': D.(Y) = D.(X). On définit alors D := Ind oD,.
En faisant ’extension de Kan a gauche et a droite, on obtient des foncteurs

D.: PrSh(AlgSp,) — Catg ¢, (3.2)

D: PrSh(AlgSp,) — PrCaty . (3.3)
On note D, pour désigner les foncteurs D et D.. De maniére explicite si X s’écrit comme une
limite projective cofiltrante X ~ lim X, ou les X, sont des k-espaces algébriques de type fini
avec des morphismes de transition affines, on a De(X) =~ colimp D.(Xy), et si T = colim Ty,
est un ind-espace algébrique avec T, € AlgSp;, on a De(T) =~ Jim F Do(Ty,). D’apres [BKV22,
§5.2.8], le foncteur D, est un faisceau pour la topologie étale, donc il se factorise par Sh(AlgSpy;,)
via le morphisme de faisceautisation. En particulier, comme le plongement ¢: Aff; — AlgSp,
induit une équivalence de co-catégories par tiré-en-arriere ¢*: Sh(Aff;) =» Sh(AlgSp;), on peut
voir D, comme un foncteur sur Sty.

3.1.2 Fonctorialité. Pour tout morphisme de co-champs f: X — ), on dispose d’un fonc-
teur f' pour D,. De plus, pour toute équivalence topologique f: X — ), on a d’apres [BKV22,
Corollary 5.3.6] une équivalence de catégories

D (Y) = Dy (X). (3.4)
L’énoncé suivant est obtenu dans [BKV22, Proposition 5.3.7].

PROPOSITION 3.1.3. Soit f: X — Y un morphisme ind-fp-propre d’co-champs. Alors, f' admet
un adjoint a gauche fi, et pour tout carré cartésien entre oo-champs

X
i
y

_h oy
Jf
L})}’
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Papplication de changement de base
Akt —s B (3.5)

est une équivalence.

Pour la suite, on a besoin de considérer une classe intermédiaire entre les ind-schémas et les
oo-champs, qui contient les quotients tels que [£ X/ L G| pour G connexe réductif sur k qui agit
sur X € Aﬁ‘z,f. Tout d’abord, pour toute immersion topologiquement constructible de co-champs
n: Y — X, on dispose d'un foncteur 7, (cf. [BKV22, §5.4.4]). On s’intéresse & 'existence d’un
adjoint a gauche.

DEFINITION 3.1.4. Soit X un co-champ, on dit qu’il satisfait le recollement si pour toute immer-
sion topologiquement constructible J — X, le foncteur 7, admet un adjoint a gauche n*.

Remarque 3.1.5. Les co-champs suivants satisfont le recollement :

(i) Si X satisfait le recollement, alors pour toute immersion topologiquement constructible
n: Y — X, le co-champ Y satisfait le recollement [BKV22, Lemma 5.5.5(a)].

(ii) Si & ~ colim X,, ou chaque X, admet le recollement et les morphismes de transition
sont des immersions ouvertes quasi-compactes (respectivement, des immersions fermées de
présentation finie), alors X satisfait le recollement [BKV22, Lemma 5.5.5(b)].

(iii) D’apres [BKV22, Lemma 5.5.6], on obtient que tout espace algébrique placide satisfait le
recollement ainsi que tout ind-espace algébrique ind-placide d’apres 'assertion (ii).

(iv) Les quotients [X/H] d’un ind-espace algébrique ind-placide X par un groupe ind-placide H,
c’est-a-dire un objet en groupes dans la catégorie des ind-espaces algébrique ind-placides,
satisfont le recollement d’apres [BKV22, Proposition 5.5.7]. Cela s’applique donc a des
quotients [LY/ L G| pour G affine lisse sur k qui agit sur Y € Aff}f.

(v) Pour toute immersion topologiquement constructible n: Y < X de oo-champs satisfaisant
le recollement, v, préserve les constructibles [BKV22, Lemma 5.4.1, Remark 5.4.8(c)].

3.2 t-structure

3.2.1 Stratification constructible. Soit un co-champ X, on considére une collection (X, )aez
de sous-champs topologiquement constructibles tels que X, N Az = @) pour tout o # . Pour tout
sous-champ X’ C X, on pose Zy: = {a € Z, X, C X'}. On dit que X’ est Z-adapté si pour tout
a€I\Zy,ona XNX,=0.
DEFINITION 3.2.2. Avec les notations de ci-dessus, on dit que les {X,,} forment :

(i) une stratification finie constructible s’il existe une suite finie croissante d’ouverts quasi-
compacts (U;)1<i<n telle que I'on a un plongement X,, — U; —U;—1 qui est une équivalence
topologique,

(ii) une stratification bornée constructible si X s’écrit comme une colimite filtrante de sous-

champs ouverts quasi-compacts X = colimyey Ay, ou chaque Ay est Z-adapté et ou les
{Xa}aEIxU forment une stratification finie constructible.

Dans la suite, on dit qu'un oco-champ est placidement stratifié s’il admet une stratification

bornée constructible par des X, qui sont des champs placides.

3.2.3 Le cas des champs placidement stratifics. On a besoin d’introduire une classe assez
vaste d’objets pour lesquels on peut parler de t-structure et adaptée a la présentation de D a
laide de f'. Pour cette t-structure, le faisceau dualisant sur un schéma lisse sera pervers auto-dual.
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Pour un k-schéma de type fini équidimensionnel X, on dispose de la t-structure -adaptée ou
l'on déclare quun complexe K € D.(X) est pervers si et seulement si K [— dim(X)] est pervers
pour la t-structure perverse standard. Cette t-structure se comporte de la facon suivante par
rapport a la dualité de Verdier :

K ePD?'(X) < D(K) e PD=2dm(X) (X)), (3.6)

Pour un k-schéma de type fini général, il admet une stratification canonique par des schémas
équidimensionnels, et on obtient la -structure sur X en recollant les ¢-structures sur chacune
des strates équidimensionnelles [BKV22, §6.2.3].

On considere ensuite un k-schéma affine placide X ; d’apres [BKV22, Proposition 6.3.1],
il existe une unique t-structure sur D.(X) telle que pour tout morphisme fortement pro-lisse
f: X =Y avec Y de type fini, f' est t-exact, ott 'on munit D.(Y) de la t-structure !-adaptée.
Comme pour un schéma placide affine, on a D = Ind(D,), la t-structure s’étend naturellement
a D (cf. [BKV22, §6.3.2(a)]).

Notant D, pour désigner indifférement D ou D, si X est un champ placide, en considérant
un atlas placide X, on montre qu’il existe une unique t-structure sur Do (X) telle que pour tout
morphisme lisse f: X — X avec X affine placide, f' est t-exact [BKV22, §6.3].

Enfin la derniére étape consiste a considérer des oo-champs placidement stratifiés. Soit
(X, (Xa)aez) un champ placidement stratifié qui satisfait le recollement des faisceaux. On se
donne une perversité p, adaptée a la stratification, c’est-a-dire une fonction p: X — Z constante
sur chaque strate, soit une collection d’entiers (v )aez. On suppose pour simplifier la stratifi-
cation bornée. D’apres ci-dessous, pour tout a € Z, on dispose d’'une t-structure naturelle sur
chaque D(X,), et comme X satisfait le recollement, on a des foncteurs %, ., : D(X) — D(X,). Il
est important ici de considérer D plutot que D, pour disposer de tels foncteurs. D’apres [BKV22,
Proposition 6.4.2], subordonnée & p, et si la stratification est bornée, il existe alors une unique
t-structure (PDS0(X),PD>0(X)) sur D(X) telle que :

DY(X) = {K € D(X),Ya eI, n,K € D" (X,)}, (3.7)
DSY(X) = {K € D(X),Va € T, niK € PDS 7 (X,)}. (3.8)

Si la stratification n’est pas finie, on a également une t-structure avec seulement (3.7) qui est
vérifiée. Dans les cas qui nous intéressent, la perversité p, est essentiellement celle donnée par
< la codimension > des strates X, dans X.

Enfin, en conservant les hypotheses de ci-dessus, si j: U — X est un ouvert quasi-compact,
d’apres [BKV22, Lemma 6.4.5], 'ouvert U est placidement stratifié pour la stratification induite
et satisfait le recollement de telle sorte que j' est t-exact. De plus, pour tout K € D(U), on peut
définir (cf. [BKV22, Corollary 6.4.10, Lemma 6.4.11]) un prolongement intermédiaire ji, K avec
7K = K et tel que :

(i) sila stratification est finie et que j est adapté a la stratification, ji.. K est 'unique extension
perverse K de K telle que pour tout a € Z\Ty, on a v K € DS7""1(X,) et v\ K €
D>*V°‘+1(Xa) :

(ii) End(K) = End(ji.K).

3.2.4 Systémes locauxr renormalisés. Soit X un k-schéma de type fini lisse, soit Loc@é (X)
la catégorie des systémes locaux sur X. On note Loc™(X) = {L[2dimx], £ € Locg, (X)}, ot
dimy est la fonction localement constante de dimension, de telle sorte que comme X est lisse,

361



A. BOUTHIER

on a l'inclusion

Locg™(X) C Perv'(X),

ot Perv' (X)) désigne la catégorie des faisceaux pervers pour la !-t-structure. En particulier, pour
tout morphisme lisse f: Y — X de k-schémas lisses, on a donc un foncteur

f': Loc™(X) — Loc™™(Y).
Soit un k-schéma placidement présenté X lisse, on peut donc former
Loc™(X) = colimx_,y Loc™"(Y),

ou X — Y parcourt les morphismes fortement pro-lisses avec Y lisse. Par construction, Loc™" (X)
est fonctorielle par rapport aux morphismes fortement pro-lisses entre k-schémas placidement
présentés lisses et est locale pour la topologie étale. De la sorte, on obtient donc pour tout
champ placide X lisse une catégorie Loc™"(X) et l'on a par t-exactitude de f' (cf. [BKV22,
Propositions 6.3.1-6.3.3]) pour des morphismes fortement pro-lisses, une inclusion

Loc™(X) C Perv'(X).

LEMME 3.2.5. Soit i: H — X une immersion localement fermée de présentation finie entre
champs placides de codimension d, avec X lisse. Alors, pour tout K € Loc™"(X), on a i*K €
PDS2(H) et i' K € PDZO(H).

Démonstration. Le méme dévissage que [BKV22, proof of Lemma 6.3.5(c)] nous raméne immé-
diatement au cas ou X = X est un k-schéma lisse de type fini et :: H — X une immersion de
codimension d entre k-schémas de type fini. Quitte & passer aux composantes connexes, on peut
supposer X connexe. Dans ce cas, on a K = £[2dim X| pour un systéme local £ sur X, d’ou
i*K = i*L[2dim X] € PDS724(H). Pour 'assertion duale, en vertu de (3.6), il suffit de vérifier
que D(i* £]2dim X]) € PD<24mUH) (). Or, comme X est lisse, on a D(i' £[2dim X]) = i* LY et
Passertion est claire. O

3.2.6 Application a la fibration de Grothendieck—Springer affine. On veut appliquer la théo-
rie générale a la fibration

I c—c.
La t-structure n’existe qu’une fois que l'on a divisé par l'action adjointe de £ G. Notons de la
méme maniere la fleche au niveau des quotients :

f[€/LG] — €/ La).

Dans ce cas, on a alors [6/ L G] = [Lie(I)/I] qui est déja un champ placide lisse. On dispose
donc d'une t-structure sur D([Lie(1)/I]) pour laquelle wre(r)/r est pervers. La situation est plus
délicate pour le quotient [€/ L G], et on doit dans un premier temps se restreindre a l'ouvert des
génériquement réguliers semisimples €,. Plus précisément, pour tout m € N, on considere 'ou-
vert €<, de telle sorte que [€«,,/ L G] est un co-champ qui satisfait le recollement avec comme
stratification finie placide les [€y, ./ £ Glreq d’apres [BKV22, Theorem 4.1.12, Lemma 7.1.2]. On
commence par donner un définition de la notion de codimension pour des sous-champs construc-
tibles de [€4/ L G]. Tout d’abord, d’apres [BKV22, Lemmas 2.2.4, 2.2.5] pour tout schéma placide,
on a une notion de codimension. Dans le cas plus simple ou X ~ lim X; est placidement présenté
avec des fleches de transition surjectives lisses (ce qui est le cas de LTY si YV est lisse de type
fini), alors tout fermé de présentation finie Z C X se descend & un cran fini en Z; C Xj, et
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alors on pose codimx(Z) = codimx,(Z;) et l'on vérifie que cela ne dépend d’aucun choix. On
veut maintenant une notion de codimension pour les localement fermés de présentation finie de

€./ LG].

DEFINITION 3.2.7. Pour tout m € N et tout localement fermé de présentation finie Z — €y,
L G-équivariant, on définit

codime_, (Z) = 6z + codim+ J(ZncLty),
ol 07 est le plus petit entier tel que €5 N Z # (.

En particulier, d’apres [GKMO09], pour toute paire (w,r), on a la formule suivante de codi-
mension :

Uy i= codime, (Cyp ) = 20y » + Cwr + d(w, 1) (3.9)
avec ¢y, = dimy t — dimg t%, 0y, = %(dw,r — Cuwy) POUr dyy = Y pcpr(@) et d(w,r) la codi-
mension de t,, dans t,. En particulier, pour toute paire (w, ) telle que €, C € — €<, on a
[BKV22, Lemma 4.4.2(c)]

200, <V - (3.10)

Soit jis: [€s = €<o/ L G| < [€e/ L G]. Le théoréme principal établi par Bouthier-Kazhdan—
Varshavsky est le suivant [BKV22, Theorem 7.1.4].

THEOREME 3.2.8. Notons S, = g ca € D([€e/ LG]). On équipe D([€,/ LG]) de la per-
versité donnée par la codimension, alors S, est pervers, et on a 8 = j.;1.j5S. De plus, on a
un isomorphisme canonique d’algébres End(S,) = Q, [W] . En particulier, S, est canoniquement

muni d’une action de W.

En fait, on peut montrer un énoncé plus fort qui va inclure d’autres < systémes locaux > que
le dualisant. Pour toute paire (w,r), soit iy ,: [Lie(])y,/I] — [Lie({)s/I] I'inclusion et b, =
codimy e () (Lie()w,r). Il résulte de [BKV22, Proposition 3.4.2] et de (3.9), que I'on a

bw,r = 0wy + Cup + d(wa 7"), Vw,r < 2bw,r . (311)

THEOREME 3.2.9. On consideére f: [é.//JG] = [Lie(I)e/I] — [€s/ L G] avec les perversités du
théoréme 3.2.8. Alors pour tout faisceau K € Loc™"([Lie(I)s/I]), le faisceau fiK est pervers, et
on a f!K = jrs,!*j*(f!K)-

Remarque 3.2.10. L’énoncé vaut plus généralement pour un morphisme ind-fp-propre petit (ou
semi-petit) au sens de [BKV22, §2.4.9], mais comme les conditions sont techniques a formuler,
on se contente de cette formulation pour la fibration de Grothendieck—Springer affine, qui est le
principal exemple.

Remarque 3.2.11. Dans I'optique de construire des caracteres de profondeur nulle, il est nécessaire
de pouvoir considérer des systemes locaux plus généraux que seulement le dualisant, ainsi que
cela apparait dans [BKV15, §3.5].

Démonstration du théoréme 3.2.9. L’argument suit [BKV22, proof of Theorem 6.5.3]. Posons
X = [Lie(I)s/I], Y = [€a/ L G] et notons (V,) (respectivement, (X)) les stratifications induites
par les €, ,. Soit un élément K € Loc™"([Lie(])s/I]) et notons Sk = filX. On commence par
montrer que Sx € PD>Y. En vertu de la description (3.7), il suffit de montrer que pour toute
strate (w,r), on a

iL Sk € PDZ7V (V) (3.12)
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avec une inégalité stricte pour les strates &€, , contenues dans € — €5 et iq: Vo — V. Par
définition, on a un carré cartésien

— X

f

X, —o
|
Vo —2

Par changement de base [BKV22, Proposition 5.3.7, Corollary 5.5.4], on a

— ).

| ~ -
1oSK = fa i K .

D’apres le lemme 2.6.3, le morphisme gwﬂ« est une immersion réguliere, donc de pure codimension.
Donc d’aprés le lemme 3.2.5, on a i, K € D>, et fa,[—204] est t-exact a gauche par [BKV22,
Lemma 6.3.6], d’ou faﬂ!aL € D>~ %a(),) C D>7*(V,), ol la dernicre inégalité vient de (3.9)
avec inégalité stricte d’apres (3.10) pour les strates contenues dans €, — €.

Montrons maintenant que Six € PDSVY, ainsi que 'assertion sur I’extension intermédiaire. Par
changement de base [BKV22, Proposition 5.3.7], on a i} Sk = fa’[gZK, et d’apres [BKV22, Lem-
ma 6.3.5(b)], le foncteur ffx est t-exact a gauche, donc par adjonction f, est t-exact a droite.
En particulier, en utilisant le lemme 3.2.5 et (3.11), on obtient que i%Sx € PDS"%(),) C
DSV (),), avec inégalité stricte d’apres (3.10) pour les strates contenues dans €4 — €5, comme
voulu. O

3.3 Action de Lusztig

3.3.1 Combinatoire affine. Dans [Lus96, § 5.4], Lusztig construit une action de W sur ’homo-
logie des fibres de Springer affines. A priori, elle differe de celle construite par le théoreme 4.3.11.
L’objet de cette section est de comparer les deux.

Soit RY I’ensemble des coracines, on note Wyg = ZRY x W ot ZRY C X,(T) est le réseau des
coracines. On note A,g ’ensemble des racines affines. Le groupe W,g est un groupe de Coxeter
engendré par A,g; plus précisément, c’est le groupe engendré par les s, avec o € A,g et les
relations (sqs5)™# = 1. On a une suite exacte

1—>Waﬁr—>W—>Q—>1,

ol {) est fini abélien. Cette suite est scindée, et {1 consiste en le stabilisateur de A,z pour
l'action de W sur I'ensemble des racines affines. En particulier, on dispose d’une action de (2
sur A,g. Ainsi, W est engendré par Wog et Q) avec en plus des relations de Coxeter, les relations
usu~! = u(s) pour u € Q et s € Wag. On a également que 2 s’identifie & Nz g(I)/I. On appelle
parahorique standard tout sous-groupe fermé de présentation finie I € P C L£G. Soit P son
radical pro-unipotent, Lp = P/P* le quotient réductif maximal et Wp C Weg le groupe de Weyl
associé. Les parahoriques standards sont en bijection avec les sous-ensembles stricts de A, g via
la fleche P — Ap, ou Ap C A est le sous-ensemble des racines simples associées a Lp. Enfin,

soit Bp = I/P™, c’est un sous-groupe de Borel de Lp.
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3.3.2 Une autre action de W. On commence par construire une action de W sur S au niveau
de la catégorie homotopique. On a un carré cartésien

[Lie(I)/1] —— [Lie(Bp)/Bp]

m{ l@

[Lie(P)/P] —— [Lie(Lp)/Lp],

ou la fleche wp est projective et petite par la théorie de Springer usuelle [KWO01, Corollary 10.4].
Par changement de base propre, on a donc :

TPIWLie(I)/I] = eV!WP,!W[Lie(BP)/BP] .

Par la théorie de Springer usuelle [KWO01, Corollary 10.5], le complexe TP IW[Lie(Bp)/Bp] €St muni
d’une action de Wp et donc également S = fiwjrie(r)/1) = fP1(TPIWLie(r)/1)) avec fp: [Lie(P)/P]
— [€/ L G]. De plus, on vérifie que pour toute paire () C P I’action de Wy sur S s’obtient comme
la restriction de I'action de Wp sur S. En particulier, elle engendre une action de Wag sur S. 1l
s’agit maintenant de I’étendre en une action de W. En utilisant 'identification Q@ = N, (I)/1,
on obtient une action canonique par multiplication a droite de {2 sur F1. On note w — R,, cette
action. Comme ad(g)I = ad(gw)I pour tout w € Q, on a aussi une action de €2 sur € au-dessus
de € qui commute a l'action de £ G, d’otl une action de €2 a gauche sur S :

R;L:8—S.
De plus, laction de w €  envoie un parahorique P sur w™'Pw, et on a un carré commutatif
[Lie(I)/1] — 2 [Lie(I) /1]
p walpw (3.13)

[Lie(P)/P] — [Lie(w™! Pw) /w™' Pw] .

En particulier, I'action de (2 entrelace I'action de Wp et W -1p, sur S via l'isomorphisme
ad(w): W -1p, = Wp. En utilisant la présentation par générateurs et relations de W, on obtient
une action de W sur S dans la catégorie homotopique Ho(D([€/ LG])) de D(|€/ LG]). 1l s’agit
maintenant de la relever a 1’'co-catégorie; on se restreint alors a la sous-catégorie D([€q/ L G]),
dans laquelle, d’apres le théoreme 3.2.8, le faisceau S, est pervers, donc dans le coeur d’une t-
structure. On a en particulier d’apres [Lurl7, Remark 1.2.1.12] une équivalence Perv([€,/ L G]) =
Ho(Perv([€./ L G])) et I'action se releve. On appelle cette action, I’action de Lusztig.

THEOREME 3.3.3. L’action de Lusztig sur S, est identique a celle construite par le théoréme 3.2.8.

Démonstration. Comme S, est pervers, il suffit de vérifier ’énoncé dans la catégorie homoto-
pique. De plus, d’apres le théoreme 3.2.8, on a End(S,) = End(S;s), de telle sorte qu’il suffit
de vérifier I'égalité au-dessus de €. Dans ce cas, on va voir que les deux actions proviennent
d’une action de W sur la fibration. D’aprés [BKV22, §4.2.4] la fibration fis: €5 — €5 est, & une
équivalence topologique pres, un W -torseur qui fournit ’action du théoreme 3.2.8. De plus, pour
tout parahorique P, on a une factorisation de f™ en

~ s~
€rs — Q:TS,P — Q:r57

ou la premiere fleche est un Wp-torseur qui fournit donc une famille d’actions compatibles de
(Wp) pepar qui produit 'action de Lusztig de Wog sur S5 qui coincide donc avec 'action de Wog
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sur Sys qui provient du théoreme 3.2.8. De plus, pour tout w € {2, 'action de w entrelace celle
de Wp et W, p,—1 d’apres (3.13), donc les deux actions de W sont les mémes. O

3.4 P-équivariance

Dans le paragraphe précédent, on a vu que le faisceau de Grothendieck—Springer affine était
canoniquement muni d’une action de W. Nous allons maintenant voir qu’il est également muni
d’une action de P et que ces actions commutent.

PROPOSITION 3.4.1. Le faisceau de Grothendieck—Springer affine S est canoniquement P-équiva-
riant.

Démonstration. D’apres la proposition 2.5.4 et §2.5.7, la fleche € Cest LG x P-équivariante
et induit donc un morphisme P-équivariant

[€/L£G] — [¢/LG].
Notons pour simplifier X' = [E/ LG] et Y =[€/LG]. Alors wy est P-équivariant ; & savoir, on
a un isomorphisme canonique
Wpxypx = act’X wx — p!;(wx = WPxyX -
De plus, on a un carré cartésien

PxyX —AX

fj Jf
P—Ly,
ol les fleches horizontales du haut sont respectivement py et act. On applique f et par change-
ment de base propre (Proposition 3.1.3), on déduit
ﬁ(actlx Wy — p!Xw,y) = p!S - p!S,
et § est P-équivariant. O

THEOREME 3.4.2. Le faisceau de Grothendieck—Springer affine S, se reléve en un faisceau W x P-
équivariant.

Démonstration. On utilise la description en bar-complexe de [¢/ L G] = colim,jcpor € X LG,
donc il suffit de montrer que les tirés-en-arricre Se’ de S a € x LG™ pour tout n ont bien des
actions de W et P qui commutent entre elles. Par construction, les actions de W et P commutent

avec 'action de £ G sur S.(n). Or, il résulte de (2.5) que I'action de P est donnée par la méme
formule que celle de £ G, donc elle commute a celle de W comme souhaité. O

4. Enoncés de Constructibilité

Le but de cette section est d’é¢tablir I'énoncé du théoreme 4.3.11 qui montre que le faisceau
de Grothendieck—Springer affine est constructible comme faisceau de Q,[W]-modules.

4.1 Complexes faiblement constructibles

4.1.1 Définitions. Soit un schéma affine S, on définit la sous-catégorie des faiblement con-
structibles Dg.(X) C D(X) comme la plus petite sous-oo-catégorie pleine, stable par colimites
finies et rétractions qui contient les complexes K ®g, V pour K € D.(X) et V un Qg-espace
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vectoriel. Pour tout morphisme f: X — Y, le foncteur f': D(Y) — D(X) préserve Dy.. Pour
tout préchamp X € PrStky, on définit alors

ch(‘)() = I&H ,foc(S)
S—X

pour S € Affy.

Etant donné un k-schéma de type fini S et un point géométrique s, on considere Loc(S5) la
catégorie des Qg-systémes locaux constructibles et IndLoc(S) la ind-catégorie correspondante.
Tout ind-systeme local L admet une filtration canonique F, telle que gry(L) est semisimple :
pour tout i € N, gr;(L) consiste en la somme directe des sous-modules simples de L/L<;_;.

DEFINITION 4.1.2. Soit un k-schéma de type fini S et L un ind-systéme local. Alors, L il est
dit faiblement constructible si la filtration F, est finie et pour tout i, le gradué gr,(F) a un
nombre fini de facteurs simples. On note FLoc(S) la catégorie des ind-systémes locaux faiblement
constructibles.

Si L € FLoc(S), pour tout i € N, le gradué gr;(L) est une somme finie de modules Ly, =
M ®g, Hom@z (M, L) pour un sous-systeme local simple M C L de dimension finie. En particulier,
comme grp(L) est finie et comme Dy (S) est stable par rétractions et colimites finies, on a
immédiatement que FLoc(S) C Dg(5).

PROPOSITION 4.1.3. Soit S un k-schéma de type fini, soit (S,) une stratification finie construc-
tible. On a les assertions suivantes :

(i) Un complexe K est un élément de Dy.(S) si et seulement si pour tout a, on a it, K € Di.(Sy)
avec iq: So — S.

(ii) Un complexe K € D(S) est faiblement constructible si et seulement si il existe une stratifi-
cation finie constructible (S,), telle que pour tout i, H'(i*, K) et H (i, K) sont des systémes
locaux faiblement constructibles.

Démonstration. (i) L’implication directe a déja été vue. Pour la réciproque, on procede par
récurrence sur le nombre de strates, et il suffit de considérer le cas on S = U] F avec une
immersion fermée i: F' — S de complémentaire j: U — S. Comme Dy, est stable par colimites
finies, en utilisant les suites fibrantes pour (i', 7,), il suffit de voir que i, et j, préservent Dy, ce
qui est clair puisqu’ils préservent la constructibilité, les rétractions et commutent aux colimites
finies.

(ii) Pour limplication directe, les complexes de la forme K ®g, V avec V € Vect@e et
K € D.(S) vérifient clairement cette propriété. Il s’agit de voir que cette propriété est stable par
colimites finies et rétractions, et cela se déduit du fait que la catégorie des ind-systemes locaux

est stable par extensions, noyaux et conoyaux, ce qui est clair. Pour la réciproque cela se déduit
de lassertion (i) et de l'inclusion FLoc(S) C D (S). O

4.2 Rappels sur le théoréeme de Barr—Beck—Lurie

4.2.1 Modules a gauche sous une algébre associative. Soit C une oo-catégorie monoidale
symétrique [Lurl7, Definition 2.0.07]; d’aprés [Lurl7, Definition 4.1.1.6] on peut considérer
AlgAss(C) I'oo-catégorie des algebres associatives dans C. Pour A € AlgAss(C), soit Mod(A)
I’co-catégorie des A-modules en catégories, qui consistent en les oco-catégories qui admettent une
action de A; cf. [GR14, §0.3.4]. Soit une paire (A, M) constituée d’une algebre associative de C
et d’une oco-catégorie M € Mod(A). On peut considérer la catégorie Mod 4(M) des objets de M
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qui admettent une structure de A-module a gauche (cf. [Lurl7, 4.2.1.1.3] ou [GR14, §0.3.5]). Le
théoreme de Barr—Beck—Lurie consiste a déterminer sous quelles conditions une oco-catégorie se
décrit comme une certaine catégorie Mod 4(M).

Si C est une oco-catégorie, la catégorie Fonct(C,C) admet une structure monoidale symétrique
naturelle de telle sorte que C est un module en catégories sous Fonct(C,C); cf. [GR14, §0.3.4.6].
On appelle monade, une algebre associative A de Fonct(C,C) agissant sur C. Soit alors Mod 4(C)
la catégorie des objets de C avec une structure de A-module & gauche. On dispose d'un foncteur
d’oubli

oblg: Mod4(C) — C
qui admet un adjoint a gauche
indA: C — MOdA(C)
qui envoie tout objet C' € C sur le A-module libre & gauche engendré par C, de telle sorte que la
composée
oblgoindy: C — C
s’identifie au foncteur de tensorisation par A; cf. [Lurl7, Corollary 4.2.4.8].

4.2.2 Situation du théoréme de Barr—Beck—Lurie. Soient C et D deux oo-catégories et A €
AlgAss(Fonct(C,C)), alors d’apres [GR14, §0.3.4.6], la catégorie Fonct(D, C) admet une structure
de module en catégories sur Fonct(C,C), et tout foncteur G € Fonct(D, C) qui admet une structure
de A-module est équivalent & une factorisation

G: D — Modu(C) 24 ¢.

On considere alors G: D — C qui admet un adjoint & gauche F': C — D. Il résulte de [GR14,
§0.3.6.6] que A = G o F' € Fonct(C,C) admet une structure d’algébre associative, et on a une
factorisation
G obl 4
G: D — Mod4(C) —=C.
On dit que G est monadique si G est une équivalence. Le théoréme suivant donne un critére de
monadicité (cf. [Lurl7, Theorem 4.7.3.5]).

THEOREME 4.2.3 (Barr-Beck-Lurie). Soit G: D — C un foncteur entre co-catégories avec un
adjoint a gauche F': C — D. On suppose que :
(i) G est conservatif;
(ii) G préserve les réalisations géométriques, a savoir les colimites indexées sur les ensembles
simpliciaux.

Alors G est monadique. En particulier, on a une équivalence canonique D = Mod4(C) avec

A=GoF.

4.3 Faisceaux I'-constructibles

Soit I' un groupe discret et X un préchamp; D(X) est une oo-catégorie stable Q,-linéaire,

donc c’est un module en catégories sur Vect@ et Q[I'] est une algebre associative de Vect@é. On
définit alors la catégorie des complexes I'-équivariants :

D' (X) = Modg, iy (D(¥)).

Par la suite, on aura besoin de plusieurs descriptions équivalentes de D' (X). On considere
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Paction triviale de I' sur X, soit p: X — [X/T]; cette fleche est ind-fp-propre et étale comme
I' x X - X l'est. On dispose d’un foncteur

p': D([X/T]) — D(X).

LEMME 4.3.1. (i) Le foncteur p' induit une équivalence de catégories D([X /T]) =% D' (X).
(ii) De plus, on a également une équivalence canonique

Mod@gm (D(X)) = Fonct(BT', D(X)) . (4.1)
Démonstration. (i) Il suffit d’appliquer le théoreme 4.2.3. Comme p est ind-fp-propre, p' admet
un adjoint a gauche pi, et par construction p; commute aux petites colimites. De plus, p est étale,
donc par descente, p' est conservatif ; on peut donc appliquer le théoréme de Barr-Beck-Lurie. 1
suffit donc d’identifier ’algebre A avec les notations du théoreme 4.2.3 ; or pour tout K € D(X),
on a d’apres [BKV22, proof of Lemma 5.6.5]

p'pK = K g, Q[T7,
et le résultat suit.

(ii) En utilisant la description de [X/T'] & l'aide du bar-complexe, on a une équivalence de
catégories

DX/T) = lim D™ xj X).
[n]eAcp

Or, comme I' est discret, on a D(I'™ x; X') = Fonct(I'™, X), soit

: ]11121 D(I'™ xj &) = Fonct(colimp,jepop I'™, X') = Fonct (BT, X),
n|€A°P

comme souhaité. O

On va utiliser maintenant une troisicme description de D' (X ).four tout k-schéma de type
fini S et tout groupe discret I', on considere 1’co-catégorie Dé’tf (S, Qg[f‘]) des complexes bornés
constructibles de Tor-dimension finie de Q,[I']-modules. On définit alors

D(S, @E[F]) = Ind(DStf (Sa @Z[F])) )
et on étend ensuite par extension de Kan a droite et a gauche & la catégorie de tous les préchamps,

les foncteurs DY (—, Q,[I']) et D(—,Q,[']). Comme un complexe borné constructible de Q,[I']-

modules, est clairement ind-constructible, & nouveau par fonctorialité de 'extension de Kan, on
dispose pour tout préchamp X d’un foncteur d’oubli

D(X,Q,I']) — D(X)

qui admet un adjoint a gauche donné par K — K ®g, Q[T]. En appliquant le théoréme 4.2.3,
on obtient une équivalence de catégories

n: D(X,Q,l]) = D' (x).

En particulier, on peut donc voir la catégorie D''(X) & la fois, comme la catégorie des faisceaux
sur [X/T], comme la catégorie des faisceaux de Q,[I']-modules sur X et comme la catégorie des
Q-faisceaux sur X qui admettent une structure de Q,[I']-module.

DEFINITION 4.3.2. Soit X un préchamp et un groupe I' ; on définit alors la catégorie des complexes
I"-constructibles :

Dp (X) = (e (¥, QlT))
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Remarque 4.3.3. Tl résulte de [Stal8, Tag 03TT] que pour un k-schéma de type fini X et si Q[T
est noethérien, les complexes de K € DE(X ) consistent en ceux qui peuvent étre représentés
par un complexe fini de faisceaux de Q,[I']-modules, plats et constructibles. En particulier, si
Qg[T'] est noethérien, les fibres Kz en tout point géométrique # € X sont des complexes parfaits
de Q[I')-modules. Si de plus Q,[I'] est de dimension cohomologique finie, alors les complexes
parfaits de Q,[I']-modules sont simplement les complexes de Q,[I']-modules dont les faisceaux de
cohomologie sont des Q,[I']-modules de type fini.

LEMME 4.3.4. Les foncteurs DL et D' sont des faisceaux pour la topologie étale.

Démonstration. En vertu du lemme 4.3.1 et comme D est un faisceau pour la topologie étale, on
a immédiatement que D' est aussi un faisceau pour la topologie étale. Ainsi, pour établir que DL
est un faisceau étale, il s’agit de vérifier que pour tout morphisme étale surjectif h: Y — X de
préchamps, si A'K € DL(Y), alors K € DL(X). Par définition du foncteur DL, on se rameéne
immédiatement au cas ou X = X est un schéma affine et quitte a raffiner le recouvrement,
on peut supposer Y affine. On choisit alors une présentation X ~ lim X, ou les X, sont des k-
schémas affines de type fini, ainsi h se descend en un morphisme étale surjectif de schémas affines
ha: Yo = Xqet Y ~ @nﬁ>a Vi = Xp Xx, Yo. Comme DL (X) ~ colim DL (X,) et pareillement
pour DL(Y), on est ramené au cas ol h est étale entre k-schémas affines de type fini et 1a c’est
clair. O

4.3.5 Fonctorialité. Pour tout morphisme de k-schémas de type fini f: X — Y, le foncteur
f' préserve Dgtf() d’apres [Del77, Exposé 7, §1.7]. Il en est donc de méme, par extension de Kan,
pour tout morphisme de préchamps f: X — ), et donc f ' préserve en particulier les complexes
I'-constructibles. De plus, si X est de type fini et X, -% X une stratification finie constructible,
on obtient alors que

K e DI'(X) <= Vo, i\KeD(X,).

L’implication directe vient de ci-dessus, et la réciproque vient de la stabilité par les opérations
de Dé’tf en considérant les suites exactes fibrantes successives et stabilité par passage au cone
de Dgtf. Comme un faisceau constructible de Q,[I']-modules est clairement faiblement construc-
tible, on obtient que le foncteur d’oubli

obl: D'(X) — D(X) (4.2)
envoie DL (X) dans Dg.(X) pour tout préchamp X.

DEFINITION 4.3.6. Pour tout groupe discret I' et un préchamp X', on note Df,(X) 'ensemble des
K € DV(X) tels que obl(K) € Di.(X).

Pour tout morphisme «: I'1 — I'9, on dispose d’un foncteur d’induction
indp2 : D(X, Q1)) — D(X, Q[I2)) (4.3)

donné par K — K ®é 1] Q[T2], qui préserve Dé’tf et commute & f' pour tout morphisme
£

de préchamps f: Y — X. Si l'on considére le cas particulier de la projection I' — {1}, alors
indlgl} est le foncteur des coinvariants coinvr. Enfin, pour toute représentation de dimension finie

T € Rep%i(F) et K € DI(X), on a K ®g, T € DI'(X). On peut donc définir la composante
T-isotypique de K par
K, = coinvr(K ®g, T).
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Il résulte de ci-dessus que
VT € Rep%i ), VK e DL'(X), K,eDI(X). (4.4)

LEMME 4.3.7. Soit X un co-champ qui satisfait le recollement, (X,) une stratification finie con-
structible, alors on a

K e DI'(X) <= Va, i.X,ecDI(A,)
pour iy : Xo — X.

Démonstration. Le sens direct est clair par stabilité de DL par f'. Pour la réciproque, soit
K € DV(X) tel que pour tout a, on a i\, X, € DI (X,). En considérant les suites fibrantes
et en raisonnant par récurrence, on se ramene a la situation d’un fermé de présentation finie
i: Xp — X de complémentaire j: XAy — X. Il s’agit alors de montrer que

ii'K e DY(X), j.j°KeDI(X),

et cela se ramene au fait que j, et i, préservent les constructibles comme X’ satisfait le recollement
d’apres la remarque 3.1.5(iv). 2 O

On a I'énoncé de descente suivant.

PROPOSITION 4.3.8. (i) Soit f: X — Y un morphisme lisse surjectif de préchamps au sens de
la définition 2.2.2, alors pour tout K € D'(Y), on a f'K € DL(X) si et seulement si K € DL ().

(ii) Soit f: X — Y un morphisme de présentation finie, surjectif de schémas placides. On
suppose Qy[I'] noethérien, de dimension cohomologique finie. Soit K € D' (Y), alors on a f'K ¢
DL(X) si et seulement si K € DL(Y).

Remarque 4.3.9. On rappelle que notre notion de lissité n’impose pas d’étre localement de
présentation finie. L’hypothese que @Q[I'] est de dimension cohomologique finie n’est proba-
blement pas nécessaire, mais elle est suffisante pour nos applications et raccourcit les arguments.

Démonstration. (i) 11 suffit de vérifier ’énoncé apres tiré-en-arriere sur tout schéma affine. On
peut donc supposer que YV =Y est affine et X = X est un schéma. De plus, quitte a recouvrir X
par des ouverts affines et comme Y est quasi-compact, on peut supposer X affine également.
Il résulte alors de la description du lemme 4.3.1 et du fait que D! est local pour la topologie
étale, que 'on peut se ramener au cas ou X — Y est fortement pro-lisse. En considérant une
présentation X ~ @Xa, on a alors

DE(X) ~ colim DE(XQ) ,

et on se ramene au cas ou f est lisse. Dans ce cas, f admet localement des sections pour la
topologie étale, et le résultat suit en utilisant le lemme 4.3.4.

(ii) A nouveau, comme DCF est un faisceau pour la topologie étale, on peut supposer que Y
est affine placidement présenté. On considere alors une présentation placide Y ~ limY,, de
telle sorte que par définition, on a DL (Y) ~ colimDL(Y,) et le morphisme f se descend en
un morphisme surjectif de présentation finie f,: X, — Y,. On est donc ramené au cas d’un
morphisme surjectif entre k-schémas de type fini. Par dualité de Verdier, on obtient donc que
f*K € Dy (X , @E[F]). Comme Q[I'] est noethérien de dimension cohomologique finie, on a

2. A strictement parler, il est seulement établi que j. et i. préservent les Q,-constructibles et pas les Q,[I']-
constructibles, mais ’argument s’étend une fois que l'on a la stabilité des Q,[[']-constructibles pour les k-schémas
de type fini, ce qui est le cas.
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Deit (X ,Qy [F]) =D, (X ,Qy [F]) En passant aux #*, on se ramene alors a un faisceau constructible

de Qy[I']-modules, et cela se déduit de [Stal8, Tag 095Q)]. O

L’énoncé suivant fournit un critére de I'-constructibilité.

PROPOSITION 4.3.10. Soit X un champ placide et K € DL (X), on suppose Q,[I'] noethérien.
Alors K € DL(X) si et seulement si pour tout x € X, on a i, K € DL (pt). Si de plus, Q[T
est de dimension cohomologique finie, il suffit de vérifier que pour tout z, le faisceau Z;K est un
complexe borné de Q,[I']-modules de type fini.

Démonstration. Si K € DL(X), alors pour tout morphisme de préchamps, f' préserve les I'-
constructibles d’apres ci-dessus, donc le sens direct est clair. Réciproquement, en utilisant la
proposition 4.3.8 on se ramene au cas ou X = X est affine placidement présenté. En considérant
une présentation placide X = lim X, de telle sorte que DI(X) ~ colim DL (X,) et pareillement
pour K € Df (X), on peut supposer que X est un k-schéma de type fini. Soit K € D} (X), il
suffit de voir que pour tout 4, on a H*(K) € DL (K). Comme Q,[I'] est noethérien, d’apres [Stals,
Tag 03TT], il est d’amplitude finie, et on suppose donc que K est un faisceau ind-contructible
de Q[I'-modules. D’apres la proposition 4.1.3, il existe alors une stratification (S,) telle que
I-restriction de K a S, est un ind-systeme local faiblement constructible, et d’aprés le lemme 4.3.7,
on peut se ramener a obl(K') qui est un ind-systéme local faiblement constructible. Maintenant la
filtration de §4.1.1 de obl(K) est I'-équivariante (on peut également la définir directement pour
les systémes locaux de Q,[I']-modules) et est finie comme obl(K) est faiblement constructible.
Comme Q,[I'] est noethérien, on peut supposer que obl(K) est semisimple, ['-constructible et la
décomposition en sous-modules simples est aussi ['-équivariante :

obl(K) = (M ®g, Hom(M, obl(K))) .

On est ramené alors au cas ot obl(K) = M ®g, Hom(M,0obl(K)), et comme K est I'-équivariant,
Hom(M, obl(K)) est une I'-représentation. De plus pour tout € X, on a

i K = i, M @5, Hom(M,obl(K)) € D¢ (pt),

donc Hom(M, obl(K)) est un complexe parfait de Qy[)-modules et le résultat suit. Si de plus,
Q[I'] est de dimension cohomologique finie, cela se déduit de la remarque 4.3.3. O

THEOREME 4.3.11. Le faisceau S, € DW([QI./LG]) est W-constructible. En particulier, pour

toute représentation de dimension finie T € Rep@[ (W), la composante T-isotypique S; est dans
D.([C/ LG]).

Démonstration. D’apres le lemme 4.3.7, on peut se ramener a montrer la W -constructibilité
apres restriction aux strates (€, r/ £ Glred. On utilise alors la proposition 4.3.8 pour montrer la
W-constructibilité apres tiré-en-arriere a ty r.

Rappelons le diagramme suivant (2.9) :

Xy — [Cur/ LG] — [€e/ LG]

fw,{ lp J (4.5)
i~ €/ LG —— [€0) LG,

En conséquent fi,»: X, = Xy rred — tw, est localement de présentation finie avec une action

)
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d’un réseau A, et I'on a une factorisation
7r j
Xur — [Xwr/Aw] — twr,

ou la deuxieme fleche est fp-propre surjective et la premiere étale de groupe A,,. Posons F, » =
(fwr)wx,, = pmwx,, . Comme 7 est étale de groupe A, d’apres [BKV22, Lemma 5.6.5], on
aTmwx,, 2 wx,, ®g, Q[Ay]. Ainsi, T'mwy,, , est Ay-constructible, donc d’apres la proposi-
tion 4.3.8, le faisceau mwy, , est Ay-constructible. Et d’apres [Del77, Exposé 7, Théoreme 1], la
fleche p1 préserve les A,,-constructibles. > On obtient donc que Fuw,r est Ay-constructible, donc en
particulier faiblement constructible. Maintenant Q, [ﬁ//] est noethérien de dimension cohomolo-

gique finie, et comme ’action de W est la méme que celle de Lusztig, d’apres le théoreme 3.3.3,
d’apres Yun [BKV15, Corollary 4.4.5], le Qg-espace vectoriel H%(i'.S) est un Q, [W]-module de
type fini, donc on conclut par la proposition 4.3.10. Il ne reste plus qu’a appliquer (4.4) pour en
déduire 1’énoncé sur les coinvariants. O

5. Perversité des coinvariants

5.1 Un lemme d’homotopie

La preuve de la proposition suivante nous a été suggérée par Y. Varshavsky.

PROPOSITION 5.1.1. Soit P un schéma en groupes lisse a fibres connexes sur un corps k.
Considérons le foncteur de restriction

resp: Dp(Spec(k)) — Dp)(Spec(k)) ,
alors on a un relévement canonique

D(Spec(k))

¢ T l
triv

“resp

Dp(k) —— Dp) (Spec(k)) .

Démonstration. Pour tout schéma en groupes lisse P sur k, en utilisant le théoreme de Barr—
Beck—Lurie 4.2.3 | on a une équivalence de catégories

Dp(Spec(k)) = H.(P) — Mod,

ou 'on voit I’homologie H,.(P) = pp'Qp comme un faisceau en DG-algebres. En particulier, la
proposition se ramene a montrer que la fleche de DG-algebres

H.(P(k)) — H.(P)

se factorise par la section unité 1: Q, — H,(P). Tout d’abord, notons que H,(P) € DS°(Spec(k))
pour la t-structure standard et que comme P est lisse a fibres connexes, la composée

Q¢ — H.(P) — Hy(P) (5.1)
est un isomorphisme. On déduit ainsi de (5.1) que la composée

H.(P(k)) — H.(P) —s Ho(P)

3. Comme p est fp-propre, par descente noethérienne, on commence par se ramener au cas des k-schémas de
type fini et ensuite on se réduit au cas des coefficients de torsion.
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se releve uniquement en un morphisme H,(P(k)) — Q. De plus, comme P(k) est discret, le
faisceau d’algebres H,(P(k)) est concentré en degré zéro et comme H,.(P) € D<%(pt), on en
déduit que la fleche

Hom(H. (P(k)), H.(P)) — Hom(H,(P), Ho(P)) (5.2

)
est une équivalence, de telle sorte que le morphisme H,(P(k)) — Qy releve 'application H,(P(k))
— H.(P), comme souhaité. O

Remarque 5.1.2. Sur une base S, la fleche (5.2) n’est plus nécessairement une équivalence, a
cause de la cohomologie globale de la base.

THEOREME 5.1.3. Soit P un k-schéma en groupes lisse. On considére K € D(Spec(k)) un fais-
ceau P-équivariant, alors 'action de P(k) se factorise par le groupe des composantes connexes

mo(P) (k).

Démonstration. Soit PP la composante neutre de P. Aprés un revétement étale Spec(k’) —
Spec(k), on a mo(P) (k') = P(k')/P°(K').

On a un carré cartésien de champs
BP°(k") —— Spec(k')
BP(K') —— Bmo(P)(K)
qui induit en vertu de (4.1) un diagramme cartésien de catégories :
Do (P) () (Spec(k’)) —— Dp(iry (Spec(k))

J J

D(Spec(k')) ———— Dpo(Spec(k')) -
Le lemme 5.1.1 appliqué & PY donne que la composée
Dp(Spec(k)) — Dpo(Spec(k)) — Dpo (Spec(k'))

se factorise canoniquement par D(Spec(k’)) — Dpog)(Spec(k’)). On obtient donc une fleche
canonique

Dp(Spec(k)) — Dry(pyi)(Spec(k))

compatible a la localisation. Il reste donc & voir que le foncteur U+ Dy (py 1) (U) = D(Bmo(P(U))
est un faisceau étale en catégories. Pour simplifier les notations, notons II = 7y(P/k), on a alors

Duy(U) = lim D)™ xU) = i DII"(U) x V),

Comme la propriété d’étre un faisceau étale est stable par limites [Lur09, Corollary 5.5.2.4], il
suffit de prouver que le préfaisceau U +— D(II™(U) x U) est un faisceau étale, ce qui est alors
clair puisque II"™ et D sont des faisceaux étales. ]

On en déduit le corollaire suivant pour la fibration de Springer affine.

COROLLAIRE 5.1.4. Pour tout point géométrique v € €4(k) et a = x(v), 'action de P,(k) sur
’L'!WS = RI'(X,,wx,) se factorise par mo(P,)(k).
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Remarque 5.1.5. On insiste sur le fait que lorsque 'on dit que ’action se factorise, c’est au sens
du théoreme 5.1.3.

Pour tout point géométrique v € €4(k) avec a = x (), Yun définit [Yunll, §2.7] un morphisme

oy QX (T — Qelmo(Pa) (k)] - (5.3)

On a la conjecture locale qui est une généralisation du théoreme de Yun [Yunll, Theorems 1-2].

CONJECTURE 5.1.6. Pour tout corps algébriquement clos K et v € €4(K), 'action de la partie
sphérique Q[ X, (T)]"W de W sur RT'(X,,wx,) se factorise par (5.3).

Remarque 5.1.7. On peut également formuler une variante pour la cohomologie a support com-
pact, mais nous n’en aurons pas besoin dans ce travail. L’avantage de travailler avec des complexes
plutot qu’avec des faisceaux de cohomologie est que d’apres [Yunl4, §5.8], on a une dualité entre
I’homologie et la cohomologie a support compact, de telle sorte que les deux énoncés devraient
étre équivalents.

Dans la suite, il sera commode de considérer un relevement de o, en un morphisme X, (7") —
mo(P,) (k). D’apres Yun [Yunll, §2.7], considérons le revétement caméral B, = k[[t]] ®o, O
obtenu via la fleche a: Spec(k[[t]]) — ¢. Si I'on choisit une composante B de la normalisation B,
de B,, alors on obtient une surjection

o) s X, (T) — mo(Pa) (k) , (5.4)

et si I’on modifie le choix de la composante, le morphisme cr’V differe par Paction de W sur X, (7).

5.2 Calcul des coinvariants

Soit 7 une représentation de dimension finie de W, on dit qu’elle est de torsion si sa restriction
T\ X.(T) S€ décompose en une somme directe de caracteres de torsion. L’énoncé principal de la
section est le suivant.

THEOREME 5.2.1. Soit G semisimple simplement connexe, soit T € Rep%f de torsion et soit
L

S; = coinvyi, (Se ®g, 7) le faisceau des T-coinvariants. On suppose la conjecture 5.1.6 vérifiée,
alors &; est pervers.

Remarque 5.2.2. A priori, ces faisceaux pervers ont en revanche des supports. La preuve du
théoréeme nous donne une borne supérieure que 1’on explicite dans la remarque 5.2.9.

On commence par quelques dévissages.
5.2.3 Coinvariants sous W. Soit G semisimple simplement connexe. Tout d’abord, il résulte
de [Mit88, Theorem 2.16 and Remark following it] que 1'on a une équivalence
pt = colimc-p W/Wp ,

ou P parcourt les parahoriques standards de £G. En quotientant par W, on en déduit une
équivalence au niveau des classifiants :

BW 2 colimycp BWp . (5.5)

Maintenant d’apres (4.1), pour tout préchamp, on a une équivalence DWN/(X )=Fonct (BW, DX )),
de telle sorte que ’on en déduit une équivalence

DW () = Fonct(colim BWp, D(X)) 2 lim DVF ()
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et I'on obtient ainsi une équivalence
Sr = colimjcp Sr p, (5.6)

ou &; p sont les 7-coinvariants pris relativement a Wp.

LEMME 5.2.4. Pour établir le théoréeme 5.2.1, il suffit de montrer que pour toute strate (w,r),
ona:
iny S € PDZ TV (€ ). (5.7)

De plus, I'inégalité est stricte pour toute strate €, , pour laquelle d(w,r) > 1.

Démonstration. D’apres le théoréme 3.2.8, le faisceau S est pervers. Pour un groupe fini, les
T-coinvariants sont t-exacts, et d’apres [BKV22, Lemma 6.1.2], la catégorie DSV est stable par
toutes les petites colimites, de telle sorte qu’il résulte de (5.6) que le foncteur des 7-coinvariants
est t-exact a droite. Il suffit donc de vérifier la moitié¢ des inégalités (3.7) et (3.8), et le lemme
suit. O

On va se ramener maintenant a un énoncé fibre a fibre. Tout d’abord, on rappelle que 'on a
une fleche lisse
ww,r: tw,r — [Q:w,r/ﬁG]reda
de telle sorte que d’apres [BKV22, Proposition 6.3.3], le foncteur wiw est t-exact. Il suffit donc
de vérifier I'énoncé apres tiré-en-arriere a ty, ;.

On a alors le lemme suivant.

LEMME 5.2.5. Soit un schéma affine X, placidement présenté et équidimensionnel, muni de
la t-structure de §3.2.3, alors on a K € PD?Y(X) si et seulement si pour tout € X, on a
it K € PD>0(pt).

Démonstration. On commence par choisir une présentation placide X ~ @Xa. Il résulte alors
de [BKV22, Proposition 6.1.4] que 'on a

PDZ0(X) ~ colimPD?°(X,)

et que les fleches de transition sont t-exactes. On se ramene ainsi immédiatement au cas ot X
est un k-schéma de type fini équidimensionnel. Comme D(X) = Ind(D,), il résulte de [BKV22,
Lemma 6.1.2], que l'on peut supposer K € D.(X). Dans ce cas, la t-structure est juste le
décalage par la dimension de X de la t-structure perverse standard, et c’est bien connu [BBDS&2,
§2.2.12(ii)]. O

Ainsi, en vertu du lemme 5.2.5 et comme 1), , est t-exact, il suffit donc de montrer I'inégalité
suivante :

Vi € ty,, .Sy € PDZTVwr(pt), (5.8)
ou i, désigne la composée  — t,, — [€o/ LG].

5.2.6 Dévissage des W -coinvariants. Dans la suite, tous les produits tensoriels sont dérivés,
et on note m(F,) pour mo(F,)(K). Soit un corps algébriquement clos K et i,: Spec(K) — €y,
le changement de base propre donne alors

.| ~ Q
z'yST = (RF(X’W WXW) ®@z T) ®@Z[W] @K '
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On a une décomposition en produit semi-direct W= X«(T) x W. On obtient ainsi I'identité

coinvyy; = coinvyy o coinvy, (r) -

Il nous suffit donc de vérifier (5.8) pour les coinvariants sous X (7). Par hypothese, 7x, (1) est une
somme directe de caracteres de torsion, on se ramene donc au cas ot 7 x, () = £ X«(T) = Z/NZ
pour un certain N € N. On note @g}n la représentation de dimension un associée. On va voir
qu’il suffit de calculer ces coinvariants lorsque 'on se restreint a Q,[X.(7)]"

Comme G est simplement connexe, d’apres [CG97, Theorem 6.1.2], I'algebre Qu[X(T)] est
un Q, [X,(T)]"-module libre de type fini, et on a un isomorphisme canonique W-équivariant de
Q[ X+ (T)]" -modules

Qe[ X (1)) = Q[ X (T)]" @, Qu[W).
On obtient ainsi que RI'(X,, wx,) ®g, Qy,; est un facteur direct de
(RT (X5, wx,) ®g, Qus) @, 1x, myw QX (T)] = (RT (X5, wx, ) @5, Q) @g, QW]

Notons By = RI'(X,,wx.,), en tensorisant le complexe (RI'(X,,wx,) ®g, Q) g, QW]

par &g, x, (T)]@g, il nous suffit donc de vérifier que
(By ®g, Qux) @g,x. (ryw Qe € PDZ 77 (pt) . (5.9)
D’aprés 5.1.6, la restriction de 'action de X, (T) & Qy[X.(T)]" sur B, se factorise par (5.3), on
obtient ainsi que
(By @5, Qus) ®g,1x.oyw Qe
= (By &g,y Uelmo(Fa)] ©g, Que) Og,1x. v Qelmo(Fa)] @i, gy Qe

On a alors le lemme clé suivant.

PROPOSITION 5.2.7. Soit un caractére r: X, (T) — Z/NZ pour N € N*. Considérons la DG-
algebre Kos(P,) = @ A" (Qq[mo(P,)])[i] avec des différentielles nulles, alors

Qelmo(Pa)] ®g, Q. @, x, (ryw Qelmo(Pa)] = Qe @7, Kos(Fa)

S Kg,[x, (W S€ factorise par mo(P,), et sinon le terme de gauche s’annule.

Démonstration. Posons A = Qu[X.(T)], A° = Q[ X.(T)]" et B = Qy[mo(P,)]. On suppose que
la restriction de x & Q,[X.(T)]" ne se factorise pas par Q,[mo(P,)]. Tout d’abord, en choisissant
un relevement a; de o, tel que (5.4), il est équivalent de dire que « ne se factorise par aucun de
ces relevements. Fixons un tel relevement et notons K = Ker(o”,) ~ Z! pour un certain I. On se
sert de ¢’ pour voir B comme un A-module. La suite exacte

/

1— K — X.(T) 2 m(P,) —> 1
fournit un isomorphisme de complexes

@f,n ®@Z[X*(T)]@Z[WO(PG)} = @fﬁ ®@Z[K]@£ )

Par hypothese k se restreint & K en un caractere non-trivial. L’énoncé se déduit alors du lemme
suivant.

LEMME 5.2.8. Soit k: Z! — Z/NZ un caractére non-trivial, alors le complexe des coinvariants
QE,N ®@Z[ZZ}Q£ est Illl].
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Démonstration. En effet, on voit @57,{ comme le produit tensoriel extérieur de la représentation
triviale sur Z!'=1 avec la représentation x de Z, de telle sorte que d’apres Kiinneth, on a

RI(Z', Q) = RI(Z', Q) ®g, RT(Z, Q) -
11 suffit donc de voir que RF(Z,@&K) est nul. On utilise alors le fait que le complexe

0 — QZ] — Q[Z) — 0
est une résolution du module trivial Q, ou t est le générateur de Q,[Z]. Ainsi, on en déduit que

Hy (Zu@é,n) = (@E,n)za Hy (27@&5) = (@Z,/{)Z’

et les deux termes sont nuls comme s est non-trivial. O

Si maintenant x se factorise par my(P,), alors comme @gﬁ ~ @&H ®F, ro Pa)]@g [0(Py)], il suf-
fit de calculer B ® 40 B. On considere I'immersion fermée ¢: Q, = Spec(B) € T/W = Spec(A°)
qui est une immersion fermée entre schémas lisses, comme G est simplement connexe, de codi-
mension ¢(y) d’apres [Ng610, Proposition 3.9.2]. En particulier, ¢’est une immersion réguliére, et
le complexe de Koszul Kos(¢) fournit une résolution libre de B comme A-module d’apres [Stal8,
Tag 062F], de telle sorte que

(v)
B ®% B = Kos(t) @40 B = @AZBC(W) 1]
i=0
avec des différentielles nulles, ce qui conclut. 0

On peut maintenant terminer la preuve du théoreme 5.2.1.

Démonstration du théoréme 5.2.1. 1l résulte de la proposition 5.2.7 que pour établir (5.9), on
peut supposer que k se factorise par my(P,). D’aprés Kazhdan—Lusztig [Ngo10, §3.4], il existe
alors un sous-groupe libre de rang maximal A, C mo(F,) qui agit librement sur X, de telle sorte
que Y, = X,/A, est un espace algébrique propre. Comme & est de torsion, on dispose d'un
systeme local de rang £, sur Y,. On en déduit ainsi que

(By ®g, Qur) @g,m, Qe 2 RT(Y;, Ly)
)

et comme A, est de rang maximal, (B'y g, @Z,n OB mo(Pa)] Qy est donc un facteur direct de
RI'(Y,, L). En combinant avec la proposition 5.2.7, on obtient donc que

(By 8, Qex) O, x.cryw Qe € D>~ T0) (5.10)
et vy = 26(7y) + c(7) avec une inégalité stricte si d(w,r) > 1, ce qui conclut. O

Remarque 5.2.9. 1l résulte de la derniere égalité que les strates qui peuvent donc intervenir comme
supports sont les €, , telles que d(w,r) = 0, et il n’est pas clair que I’ensemble de ces strates
forme un ouvert.

5.3 Morphismes de spécialisation

Le but de cette section est de construire des morphismes de spécialisation pour I’homologie
des fibres de Springer affines. Cela permet en particulier de pouvoir relier I’homologie des fibres
pour des éléments elliptiques et des éléments déployés.
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Soit un k-schéma de type fini X et n,x € X et 7, T des points géométriques au-dessus
de n et z. Une spécialisation 77 ~» T de codimension r est un X-morphisme 77 — Xz dont
l'adhérence de I'image de 7 est de dimension 7. Pour tout point géométrique £ de X d’image z,
on note d(Z) = dim {x}. Pour tout faisceau K € D(X) et un point géométrique # de X, notons
RI; K = T'(z,itK) = D(K)Y[2d(z)](d(z)) € Vecty,, ot ici Vectg, désigne la oo-catégorie des

complexes de Qg-espaces vectoriels et D est le dual de Verdier sur X.

ProPOSITION 5.3.1. Soit un k-schéma de type fini X et 7 ~» & une spécialisation de codimen-
sion r, soit K € D(X), alors on a un morphisme de spécialisation :

sp: RI'i K — RI'z K(r)[2r]. (5.11)

Démonstration. Comme les foncteurs sont continus, on se ramene au cas out K € D(X). Dans
ce cas, pour tout L € D.(X), on a un morphisme de spécialisation au niveau des fibres Lz — Ly,
et on prend L = D(K) le dual de Verdier de K, soit D(K)z — D(K)z. On prend le dual de cette
fleche pour obtenir

RD; K [-2d(7))(—d(7)) = (D(K);)" — (i3 D(X))"
d’ott comme d(7) = r + d(Z), une fleche
sp: RI'y K — RI'z K(r)[2r]. O

Le morphisme (5.11) est fonctoriel par rapport & tout morphisme étale f: X’ — X de telle
sorte que pour tout groupe discret I'; en prenant f: X x I' — X, on obtient que pour tout
K € D'(X), le morphisme (5.11) est ['-équivariant.

On obtient alors ’énoncé suivant, on le formule dans le cas de la droite affine, mais il vaut
pour tout k-schéma de type fini.

PROPOSITION 5.3.2. Considérons un morphisme ¢: A' — €, alors pour tout morphisme de
spécialisation 7j ~ & de A', on a des fleches canoniques W -équivariantes

sp: RD(X,,wx, ) — RD(X,,, wx,,)[2]. (5.12)

Démonstration. En effet, on forme le carré cartésien

X/\L)é

fxl lf
1 ¢
AN—¢.
Ainsi, par changement de base propre (Proposition 3.1.3), on obtient
'8 = &' fiwg = frad'wg = friwx, -

et on applique alors la proposition 5.3.1 & K = f) wx, et a nouveau la proposition 3.1.3 pour
obtenir une fleche W-équivariante

sp: RI'(X,,,wx, ) — RI(X,,,wx,)[2]. O

Ezemple 5.3.3. En utilisant I'action de WN/, on peut obtenir des restrictions sur l'image de cette
application. Soit G = PGLo, on considere une famille indexée par le parametre A :

ay = X2 — (A" + 7T e (KA [[H)]) -
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Si A # 0, alors I’élément est déployé et mo(P,,) = Z, et pour A = 0, on a mp(Fs,) = {1}. On
a alors une fleche W- équivariante

RF(X%,wXW) — RI'(X,,,wx.)[2],
et en utilisant la conjecture 5.1.6, elle se factorise donc par les coinvariants :

RI(X,,,wx,, )z — RO(X,,, wx,,)[2].

Remarque 5.3.4. On s’attend a ce que le morphisme (5.12) soit également P-équivariant, ce qui
revient a considérer des faisceaux sur le champ quotient [Al / 73]. Malheureusement la construc-
tion de la proposition 5.3.1 nécessite d’utiliser la dualité de Verdier, qui n’est pas disponible sur
ce champ quotient.
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